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Аннотация:  

Изложена методология геоинформационного мо-
дельного отображения горизонтальной деформации 
локализованного участка земной поверхности двух 
смежных блоков горного массива, вмещающего от-
рабатываемое или законсервированное месторож-
дение полезных ископаемых. Модель деформации 
выражена аналитически математическими соот-
ношениями. Она создана по данным перемещений 
маркеров земной поверхности, зафиксированных 
навигацией GPS, исходя из представлений о блоках 
по пространственным ограничениям их горизон-
тальных размеров и упругих свойств в иерархической 
мозаичной структуре слагающих горных пород. 
Идентификация параметров модели проводится 
методами наименьших квадратов и приближений 
параболической вершины, реализуемых в указанной 
последовательности итерационных расчетов по 
приведенным формулам оптимизации. При наличии 
вращения блоков достаточно по векторам маркеров 
идентифицировать координаты его условных цен-
тров в предположении, что поступательное сдви-
жение блоков отсутствует. Итерационные расче-
ты регулируются среднеквадратической невязкой 
модельных и маркерных перемещений, которая сво-
дится к допустимому малому ограничению, опреде-
ляемому погрешностью позиционирования GPS. В 
модели рассмотрены линейные и угловые деформа-
ции площади, которые образуются на земной по-
верхности в зоне контакта перемещающихся блоков 
горных пород. Показана связь этих деформаций, 
зависящая от геопространственной ориентации 
обозначенной зоны.  Поэтому площадная деформа-
ция, с учетом трансформирования форм земной 
поверхности  в разных направлениях, представлена 
суммой линейных и угловых деформаций. Возможно-
сти геоинформационного обнаружения моделью зон 
горизонтальной деформации разного значения и зна-
ка показаны на практическом примере зафиксиро-
ванных разнонаправленных перемещений маркеров в 
мониторинге GPS и расчета соответствующих 
модельных параметров. 
 

Ключевые слова: блок земной поверхности, вектор  
перемещения, модель, вращение, поступательное  
сдвижение, деформация 

 Abstract:  

The paper describes methodology of geoinformation 
model mapping of horizontal deformation of a localized 
section of the earth's surface of two adjacent blocks of a 
mountain range containing a developed or preserved 
mineral deposit. It explains the deformation model ana-
lytically by mathematical relations. The model results 
from the data of movements of the earth's surface mark-
ers recorded by GPS navigation, based on the ideas 
about blocks marked on the spatial restrictions of their 
horizontal dimensions and elastic properties in the hier-
archical mosaic structure of composing rocks. Identifica-
tion of model parameters is performed using the methods 
of least squares and parabolic vertex approximations 
implemented in the specified sequence of iterative calcu-
lations using the given optimization formulas. If there is 
a rotation of blocks, it is sufficient to identify the coordi-
nates of its conditional centers from the marker vectors, 
assuming that there is no translational movement of the 
blocks. Iterative calculations are regulated by the stan-
dard deviation of model and marker displacements, 
which is reduced to an acceptable small limit determined 
by the GPS positioning error. The model considers linear 
and angular deformations of the area formed on the 
earth's surface in the contact zone of moving rock blocks. 
The paper shows the relationship between these defor-
mations, depending on the geospatial orientation of the 
designated zone. Therefore, the areal deformation, tak-
ing into account the transformation of the earth's surface 
shapes in different directions, occurs as the sum of linear 
and angular deformations. The possibilities of geoinfor-
mation detection by the model of horizontal deformation 
zones of different values and signs are shown on a prac-
tical example of recorded multidirectional movements of 
markers in GPS monitoring and calculation of the corre-
sponding model parameters.  
 
 
 
 
 
 
 

Key words: block of the earth's surface, displacement 
vector, model, rotation, translational motion, deforma-
tion 

Введение 
 Геоинформационное  отображение горизонтальной деформации земной поверх-

ности блоков горных пород необходимо для  обнаружения геодинамически опасных 
зон структурно-блочного горного массива с пространственно неоднородными упруги-
                                                 
 Работа выполнена в рамках Госзадания 007-00293-18-00, тема 0405-2019-0006. 
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ми свойствами, приводящими к ее зональному распределению [1, 2]. С этой целью про-
водят GPS мониторинг перемещений маркеров (реперов), установленных в разных точ-
ках земной поверхности [3 – 7]. Результативность мониторинга зависит от интерпрета-
ционных моделей, устанавливающих связь перемещений маркеров с образующейся де-
формацией и позволяющих определять с достаточной полнотой и достоверностью зоны 
ее локализации. 

Однако известные модели деформаций строят цифровыми методами конечных 
элементов по представлениям о земной поверхности как сплошной пластично-упругой 
среде [8 – 11]. Поэтому в моделируемых ее перемещениях не отражаются закономерно-
сти и связи, свойственные блочной структуре горного массива и необходимые для экс-
траполяции и обнаружения деформации земной поверхности в прогнозируемых зонах. 

В исследовании [12] показано, что обозначенная проблема эффективно решается 
с применением бинарной модели, описывающей геопространственное распределение 
зон горизонтальной деформации земной поверхности двух сопряженных блоков гор-
ных пород, ограниченных по горизонтальным размерам и упругим свойствам в иерар-
хической мозаичной структуре горного массива. В данной статье изложена методоло-
гия идентификации параметров модели по экспериментально зафиксированным пере-
мещениям маркеров, а также интерпретации деформационных процессов, происходя-
щих в зоне межблочного контакта. 

Формирование модели 

Геопространственное распределение деформации земной поверхности двух со-
пряженных блоков горных пород, возникающей в результате неоднородного разнона-
правленного перемещения ее точек, описывается аналитическими выражениями, полу-
ченными в работе [12]. В правосторонней системе пространственных  координат х, y 
линейные εх, εy  и угловые εyх, εхy деформации выражаются следующими соотношения-
ми: 
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где Uс1, Uс2 – модуль вектора поступательного сдвижения всех точек первого и второго 
блоков; α1, α2 – угол между направлением сдвижения и осью х  в первом и втором бло-
ке; φ1, φ2 – угол вращения первого и второго блоков; xц1, yц1  и  xц2, yц2 – координаты 

центра вращения первого и второго блоков; )(
г

xfy   – монотонно изменяющаяся, 

гладкая и непрерывная функция, отображающая положение межблочной граничной 
линии, на которой проекции Uх1, Uy1  и Uх2, Uy2 уменьшаются наполовину, т. е. в два 

раза; )(1

г yfx   – обратная функция граничной линии; γcosec x ; γsec y ;           

γ – угол наклона к оси х прямой касательной линии, проведенной к графику функции yг; 
– половина длины релаксации, отложенная по перпендикуляру к граничной половин-
ной линии, при которой перемещения точек блока, противоположно удаленных от нее, 
отличаются в е раз, где е – основание натурального логарифма. 
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Положение половинной линии межблочного контакта отображается степенной 

функцией BAxy  μ

г  и обратной  функцией 
μ

1

г 
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x . Половина длины релак-

сации  характеризует крутизну ступенчатого изменения перемещений каждого блока, 
происходящего в зоне межблочного контакта в  направлении, перпендикулярном к по-
ловинной граничной линии, т.е. ширину (расплывчатость) граничной зоны. Крутизна 
ступени в направлениях х и y зависит от угла γ наклона касательной. С учетом соответ-

ствующей производной 
1-μ

μγtg xA релаксационные интервалы ступенчатой функции 
представляются соотношениями 
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где y  принимает отрицательные значения, когда производная 
1-μ

μxA  больше нуля. 
Расчеты параметров модели проводятся совмещенно методом наименьших квад-

ратов (МНК) отклонений модельных перемещений точек земной поверхности от экспе-
риментально наблюдаемых перемещений ее маркеров и методом приближений парабо-
лической вершины (МППВ). При условии минимизации суммы квадратов отмеченных 
отклонений координаты условных (в предположении Uс1=Uс2=0) центров вращения 
блоков Xц1, Yц1 и Xц2, Yц2  и коэффициенты А и В рассчитываются в итерационном про-
цессе последовательных приближений по следующим выведенным формулам МНК: 
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В приведенных формулах применены начальные xнi, yнi и конечные xкi, yкi коор-
динаты i-маркера. Координаты точки половинной граничной линии  xгi  и  yгi  рассчиты-
ваются по соответствующим значениям  yнi  и  xнi. Коэффициенты А и В определяются 
по координатам xнi маркеров, расположенных в зоне межблочного контакта и прибли-
женных к граничной половинной линии значениям yпi , которые оцениваются соотно-
шением 
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Черта над аналитическими выражениями показывает усреднение по количеству марке-
ров. 

Параметры φ1, φ2,  и  определяются МППВ по соответствующим методи-
кам М7Т и  М3Т [13]. 

 Свойства площадной деформации 

Линейная горизонтальная деформация приводит к изменению формы и площади 
фигуры на земной поверхности. Если, например, сторона а квадрата изменяется на ин-
тервал Δх, то  линейная деформация полученного прямоугольника выражается соотно-
шением εх= Δх/а.  Угловая деформация возникает при неоднородном распределении 
сдвига поверхностной формы и не изменяет значения ее площади.  Подобные измене-
ния на примере трансформации квадрата, характеризуемые угловым растяжением и 
сжатием, показаны на рис. 1. Трансформация  формы площади приводит к увеличению 
расстояний между ее точками в направлении большой диагонали образующегося па-
раллелограмма и уменьшению – в направлении малой диагонали. Здесь угловая дефор-
мация εху выражается также соотношением 

a
x

xy
ε , 

где Δх – сдвиг в верхнем крае квадрата.    
Дадим интерпретацию угловой деформации площади как меры сопутствующего 

относительного изменения δ расстояний между ее точками, происходящего в направле-
ниях продольной dпр и поперечной dп диагонали. Эта мера выражается отношением их 
разности к исходной диагонали квадрата:  

.d
d-d ппрδ 

 

 
 
Учитывая соотношение элементов прилегающих треугольников, получаем формулу, 
выражающую  длину диагоналей:   
 

2εε )2(1 xyxyad  . 

Наблюдаемая деформация поверхности земли намного меньше единицы (εху«1). 
Ее значения в квадратной степени относительно весьма малы. Исключая их из рассмот-

Рис. 1.   Схема трансформации площади квадрата  
при угловом растяжении (1) и сжатии (2) 

Δx 

d 

dпр а 
dп 

Δx< 0

d 

dп а 
dпр 

x 

y 

1 2 



               ПРОБЛЕМЫ НЕДРОПОЛЬЗОВАНИЯ                                                                                                                                                 № 4, 2020 г. 
 

 102
102С е т е в о е  п е р и о д и ч е с к о е  н а у ч н о е  и з д а н и е

рения и учитывая длину диагонали квадрата 2a , получаем следующее  выражение 
обозначенной деформации:  

хуху εεδ 11  . 

     Разложив  радикалы  в ряд  

21)(1
ε

ε ху
ху   , 

ограниченный линейным приближением, получаем равенство 

хуεδ  ,               

показывающее соответствие и численное сходство малой угловой деформации поверх-
ности земли и относительного изменения расстояний между ее точками вдоль диагона-
лей. Таким образом, мера угловой деформации, наряду с линейной, является также ме-
рой растяжения и соответствующего сжатия площадной фигуры, но направленного под 
углом к координатным осям  х, у.  

Приведенные исследования показывают, что представленные выражения линей-
ной и угловой деформации (растяжение, сжатие), направленной вдоль осей х, у и, соот-
ветственно, под углом к ним, отображают изменения малого участка (элемента) земной 
поверхности по значению площади и по конфигурации. Поэтому площадная деформа-
ция ε земной поверхности с учетом трансформирования ее форм в разных направлени-
ях представлена суммой линейных и угловых деформаций [14, 15]:  

ε= εx+ εy+ εxy+ εyx. 
Линейные деформации εx, εy, имеющие экстремумы на половинной граничной 

линии зоны межблочного контакта, по мере удаления от нее уменьшаются практически 
до нуля. При этом сдвиговые деформации εxy и εyx в каждом блоке определяются углом 
его вращения φ, взятым со знаком, соответственно, минус и плюс. Эти деформации 
при суммировании компенсируются. Таким образом, в удалении от контактной зоны 
каждый блок перемещается как единое целое под действием жестких поверхностных 
связей, и суммарная площадная деформация ε отсутствует.  

Существенное деформирование земной поверхности в бинарной модели возни-
кает в зоне межблочного контакта, где связи горных пород ослабевают и нарушаются. 
Вклад в деформирование линейных и угловых компонент зависит от угла γ – наклона 
половинной серединной линии межблочного контакта к пространственной оси х. С уче-
том связей между линейными εxг, εyг и угловыми деформациями в точках «г» данной 
линии представим площадную деформацию соотношением  

)γtg1(ε)
γtg

1
1(εε

ггг


yx . 

При равном наклоне половинной линии межблочного контакта к осям x, y 
(tgγ = 1) линейные и соответствующие угловые деформации земной поверхности по-
парно равны: 

εxг = εxyг ;     εyг = εyxг. 
В условиях малого угла  γ, т. е. небольшого наклона этой линии (tgγ «1), линей-

ная деформация по оси  x намного меньше угловой по оси у (εxг « εxyг), а линейная де-
формация по оси  у  намного больше угловой по оси х (εуг » εyxг). Поэтому площадная 
деформация в основном определяется суммой  

εг ≈ εyг+ εxyг. 
Когда угол γ приближается к 90° (tgγ »1), линейная деформация по оси  x намно-

го больше угловой по оси у (εxг » εxyг), а линейная деформация по оси  у  намного мень-
ше  угловой по оси х (εуг « εyxг). Поэтому площадная деформация в основном определя-
ется  другой суммой:  

εг ≈ εхг+ εyxг. 
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Соотношение таких деформаций может непрерывно и существенно изменяться в 
зависимости от взаимной ориентации половинной линии контактной зоны и перемеще-
ний точек ее поверхности. В качестве иллюстрации подобных проявлений на рис. 2 и 3 
представлены планы распределения векторов Ux перемещений точек земной поверхно-
сти, расположенных  близко к серединной линии межблочного контакта, имеющей раз-
ный угол наклона, и графики образующейся линейной εx и угловой εxy  деформации.  

 

 
 

Рис. 2.  План  распределения векторов Ux в зоне серединной линии  
межблочного контакта с большим  углом наклона 

 и графики образующейся в ней линейной εx и угловой εxy деформации 
 
Векторы перемещений блоков земной поверхности вдали от контактной зоны 

отличаются в четыре раза. Ее ширина характеризуется половиной длины релаксации 
5 м. Положение серединной линии зоны обозначено красным пунктиром. На плане 
рис.  2 протяженность зоны ориентирована почти перпендикулярно направлению век-
торов. Они изменяются в ней существенно по направлению оси х и весьма слабо – по 
направлению оси у. Поэтому по деформированному контуру прямоугольника, обозна-
ченному на плане пунктиром, и графикам деформаций видно, что она проявляется в 
основном линейным сжатием с минимумом  εx= – 0,16.  

   По мере уменьшения угла наклона серединной линии линейная деформация 
уменьшается, а угловая – увеличивается. При угле наклона 45° векторы изменяются в 
направлениях осей х и у одинаково. Поэтому значения линейной и угловой деформации 
становятся равными. 

На плане рис. 3 угол наклона половинной линии мал и протяженность зоны 
межблочного контакта ориентирована почти параллельно направлению векторов. Они 
изменяются в ней существенно лишь вдоль оси у и весьма слабо – по оси х. Поэтому по 
деформированному контуру параллелограмма, обозначенному на плане также пункти-
ром, и графикам деформаций видно, что она проявляется  в основном угловым сжатием 
с минимальным значением εxy= – 0,16. 
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Представленные свойства разнонаправленной трансформации земной поверхно-

сти, происходящей в зоне межблочного контакта, показывают, что наиболее полно ее 
деформированное состояние описывается конфигурацией ограниченных зон площад-
ной деформации, состоящей из суммы ее линейных и угловых компонент. 

Пример геоинформационного отображения площадной деформации 

По данным мониторинговых GPS измерений экспериментально определены со 
среднеквадратичной погрешностью э = 3,8 мм векторы трендового перемещения мар-
керов земной поверхности. План размещения векторов показан на рис. 4.  Расходящие-
ся их направления на западе и востоке свидетельствуют о наличии двух разно движу-
щихся блоков горных пород, к которым применима бинарная модель деформации.  
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Рис. 4.  План векторного перемещения маркеров земной поверхности     
и контуров обнаруженной площадной деформации  

  (масштаб векторов увеличен в 500 раз)

Рис. 3.  План распределения векторов Ux в зоне серединной линии  
межблочного контакта с малым углом наклона  

и графики образующейся в ней линейной εx и угловой εxy деформации 
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Параметры модели рассчитаны по перемещениям маркеров согласно методике и 
формулам, приведенным в предыдущем разделе. В результате итераций МНК и МВВП 
погрешность моделируемых перемещений точек земной поверхности сведена к прием-
лемому минимальному значению 4,5 мм, при котором зафиксированы ее оптимальные 
параметры, приведенные в табл. 1. 

Таблица 1          
Оптимальные параметры бинарной модели 

Блок 1 Блок 2 
Зона межблочного                

контакта 

Xц1, =551,2 м; 

Yц1=1785,1 м; 

φ1= 0,0007 

Xц2=999,8 м; 

Yц2=2900,3 м; 

φ2= -0,00004 

tg γ <0 

=20,5 м;      = 8,04;           

А = -1,41·10-21 м-7,04; 

В=1992,5 м 

 
Анализируя соотношения полученных параметров модели, допускаем, что пере-

мещение первого блока  происходит  за счет его вращения вокруг найденного условно-
го центра. Положение условного центра вращения второго блока с координатой 
Yц2 = 2900,3 м нереальное, поскольку существенно удалено от его северной границы во 
внешнюю сторону. Для достоверной интерпретации перемещений блока данная коор-
дината смещена к югу на интервал ℓ2=1000 м до реального центра, размещенного на 

площади блока. При этом по соотношениям 222 с U  [12] определены соответст-

вующие параметры поступательного сдвижения блока Uс2=40 мм, α2= –180, оказы-
вающие преимущественное влияние на его перемещение. 

С использованием найденных параметров бинарной модели рассчитано геопро-
странственное распределение площадной деформации, контуры которой показаны на 
рис. 4. Деформация образуется вдоль зоны межблочного контакта, серединная линия 
которого обозначена красным пунктиром. На юге этой зоны возникает площадное сжа-
тие, а на северо-западе – небольшое растяжение. 

Площадная деформация на разных участках межблочной контактной зоны меня-
ется по составу и направлению в связи с кривизной ее серединной линии и соответст-
венно изменяющимися соотношениями линейных и угловых компонент. Распределение 
этих компонент деформации по земной поверхности показано на рис. 5. 

На южном участке направление контактной зоны ориентировано под большим 
углом γ (почти на север). Поэтому площадная деформация  состоит в основном из про-
являющихся здесь компонент линейного εx и углового εyx сжатия. На северо-западном 
участке ориентация контактной зоны становится пологой с малым углом γ. Площадное 
деформирование на участке объясняется малым линейным εy и относительно большим 
угловым εxy растяжением. 

Следует отметить, что при смене выбранных направлений координатных осей х, 
у изменяются номера блоков горных пород,  координаты центров их вращения, пара-
метры аналитического выражения серединной линии межблочного контакта, а также 
знаки и обозначения компонент деформаций. При этом геопространственная ориента-
ция, конфигурация и положение на земной поверхности зон обнаруженной суммарной 
площадной деформации повторяется в пределах погрешности модели, т. е. воспроизво-
дится и сохраняется. 
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Заключение 

В итоге проведенных исследований отметим, что представленная методология 
модельной деформационной интерпретации разнонаправленных трендовых перемеще-
ний маркеров, расположенных на земной поверхности двух сопряженных блоков гор-
ных пород и зарегистрированных системой мониторинговых GPS наблюдений, обеспе-
чивает геоинформационное обнаружение мест расположения и контуров зон площад-
ной деформации. В ее представлении в виде суммы связанных линейных и угловых де-
формаций учитывается разнонаправленная трансформация форм земной поверхности, 
происходящая в зоне межблочного контакта. 

Площадная деформация обнаруживается в геоинформационном модельном ото-
бражении вдоль зоны межблочного контакта, что соответствует общепринятым пред-
ставлениям о пространственном распределении напряженно-деформированного со-
стояния блочного горного массива. Поэтому результаты геоинформационного отобра-
жения деформации могут использоваться в прогнозных оценках и критериях, опреде-
ляющих возможность безопасного ведения горных работ в обозначенной зоне и содер-
жания в ней техногенных объектов. 
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