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Аннотация:  

Разработана математическая модель формирова-
ния напряженно-деформированного состояния мас-
сива пород вокруг горной выработки кругового попе-
речного сечения, сооруженной закрытым способом 
вдоль склона в непосредственной близости от 
наклонной земной поверхности. В основу предлагае-
мой модели положены теоретические положения и 
гипотезы геомеханики и механики сплошных сред, 
позволяющие использовать современные представ-
ления механики подземных сооружений о совмест-
ной работе элементов единой деформируемой си-
стемы "склон – массив пород – горная выработка". 
Расчетные схемы модели позволяют учесть влияние 
основных физико-механических и геометрических 
факторов при действии статических нагрузок – 
собственного веса пород и внутреннего напора. По-
скольку рассматриваются участки достаточно 
протяженных выработок, использованы постановки 
плоских задач теории упругости для полубесконеч-
ной среды, ослабленной вблизи прямолинейной грани-
цы круговым отверстием при соответствующих 
граничных условиях. Строгие решения поставленных 
задач теории упругости получены с использованием 
математического аппарата теории функций ком-
плексного переменного – комплексных потенциалов 
Колосова – Мусхелишвили, характеризующих 
напряженно-деформированное состояние полуплос-
кости, аналитического продолжения комплексных 
потенциалов через границу полуплоскости, теоремы 
Сохоцкого – Племеля, свойств интегралов типа Ко-
ши, рядов Лорана и модифицированного метода 
Арамановича. Решения реализованы в виде алгорит-
мов расчета и компьютерных программ, позволяю-
щих выполнять многовариантные расчеты при про-
ектировании подземных сооружений и выполнении 
научных исследований. Результаты расчетов могут 
быть использованы для оценки устойчивости склона 
на основе применения условия прочности Кулона – 
Мора, сравнения и оценки результатов определения 
напряженно-деформированного состояния массива 
пород вокруг выработки в склоне численными мето-
дами, в том числе МКЭ. Приводятся расчетные 
эпюры напряжений. 

Ключевые слова: массив горных пород, незакреплен-
ная выработка, собственный вес пород, полуплос-
кость, круговое отверстие, внутреннее давление, 
напряжения, теория функций комплексного перемен-
ного. 

 Abstract:  

A mathematical model has been developed for the for-

mation of the stress-strain state of a rock mass around a 

circular cross-section mining mine constructed in a 

closed manner along a slope in close proximity to the 

inclined earth's surface. The proposed model is based on 

theoretical propositions and hypotheses of geomechanics 

and continuum mechanics, which allow us to use modern 

ideas of mechanics of underground structures about the 

joint work of elements of a single deformable system 

"slope – rock mass – mining". The design schemes of the 

model allow us to take into account the influence of the 

main physical, mechanical and geometric factors under 

the action of static loads – such as the own weight of 

rocks and internal pressure. Since the sections of suffi-

ciently extended workings are considered, the statements 

of plane problems of elasticity theory for a semi-infinite 

medium weakened near a rectilinear boundary by a cir-

cular hole under appropriate boundary conditions are 

used. Rigorous solutions to the problems of elasticity 

theory were obtained using the mathematical apparatus 

of the theory of functions of a complex variable, Kolosov 

– Muskhelishvili complex potentials, characterizing the 

stress-strain state of the half-plane, the analytical con-

tinuation of complex potentials across the boundary of 

the half-plane, the Sokhotsky – Plemel theory, the prop-

erties of Cauchy-type integrals, Laurent series and the 

modified Aramanovich method. The solutions are imple-

mented in the form of design algorithms and computer 

programs that allow performing multivariate calcula-

tions when design underground structures and perform-

ing scientific research. The results of the design can be 

used to assess the stability of the slope based on the ap-

plication of the Coulomb – Mohr strength condition, 

comparison and evaluation of the results of determining 

the stress-strain state of the rock mass around the work-

ings in the slope by numerical methods, including FEM. 

Calculated stress plots are given. 

 

 

 

Key words: rock mass, loose excavation, proper weight 

of rocks, half-plane, circular hole, internal pressure, 

stresses, theory of functions of a complex variable. 
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Введение 

При проектировании выработок различного назначения, сооружаемых горным 

способом вблизи наклонной земной поверхности, возникает необходимость теоретиче-

ского обоснования устойчивости горных склонов и непосредственно выработок при 

действии собственного веса пород, а также внутреннего напора для гидротехнических 

сооружений. В отечественной научной литературе [1] достаточно подробно представ-

лены приближенные инженерные методики оценки устойчивости склонов; в работах [2 

– 6] приведены результаты физического и численного моделирования напряженно-

деформированного состояния массива пород склона, ослабленного одной или двумя 

параллельными выработками, позволяющие определить области неупругих деформа-

ций пород вокруг выработок. 

Ниже приведено описание математической модели формирования напряженно-

деформированного состояния массива пород вокруг выработок, пройденных в непо-

средственной близости от склона. В основу разработанной модели положены аналити-

ческие решения соответствующих задач теории упругости о равновесии весомой упру-

гой полуплоскости, ослабленной круговым отверстием, позволяющие оценить напря-

женно-деформированное состояние массива пород и выполнить сравнение с результа-

тами, полученными численными методами и опубликованными в [6]. 

Постановка задач теории упругости. Граничные условия 

На рис. 1 а, б приведены расчетные схемы и описание постановок задач о равно-

весии линейно-деформируемой полубесконечной среды, ослабленной круговым отвер-

стием. 

В задаче 1 рассматривается весомая среда; действие собственного веса пород 

учитывается полем начальных напряжений с компонентами: 
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где   – удельный вес пород; Н – глубина заложения выработки;    – коэффициент 

бокового давления, определяемый экспериментально; y  – ордината в наклонной си-

стеме координат xOy ;   – угол наклона земной поверхности к горизонту. В задаче 2 

среда невесома. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Расчетные схемы:  

а – о действии собственного веса пород; б – о действии внутреннего напора 
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где )0(
x , 

)0(
y , 

)0(
xy  – искомые дополнительные напряжения в среде 0

S , обусловленные 

наличием отверстия. 

В задаче 2 искомые дополнительные напряжения являются полными.  

Смещения в обеих задачах рассматриваются как дополнительные. 

В расчетных схемах задач (рис. 1 а, б) линейно деформируемая полубесконечная 

среда ослаблена вблизи прямолинейной границы 0L  круговым отверстием с контуром 

1L  радиусом R . В задаче 1 (о действии собственного веса пород) контур 1L  свободен 

от действия внешних сил (рис. 1 а); в задаче 2 (о действии внутреннего напора) испы-

тывает внутреннее равномерное давление интенсивностью p  (рис. 1 б).  

Граничные условия поставленных задач имеют вид: 

- на прямолинейной границе 0L  

                           0*  y , 0*  yx  для обеих задач;                                                               (3) 

                         







;2задачев
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m
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m
r  для обеих задач.                        (4) 

В условиях (3) напряжения 
*
y , 

*
x  – соответственно, полные нормальные и касатель-

ные напряжения в наклонной системе координат; *
r , 

*
r  в выражениях (4) – соответ-

ственно, полные радиальные и касательные напряжения в точках контура 1L  в поляр-

ной системе координат с полюсом в точке O . 

Решения поставленных задач теории упругости получены с применением мате-

матического аппарата теории функций комплексного переменного (ТФКП), достаточно 

хорошо апробированного в работах [9 – 11].  

Это потребовало введения в области S  комплексных потенциалов Колосова–

Мусхелишвили )(~ z , )(~ z , которые связаны с компонентами напряжений известными 

формулами [7]. 

Граничные условия краевой задачи ТФКП имеют следующий вид: 
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где iHxt 0 ;   Rt iRe1 ;  ie ;   – полярный угол, отсчитываемый от оси 

Оx  против хода часовой стрелки; 

                                         43ea , 
)1(2 


E

.                                                    (7) 

Аналитические решения поставленных задач получены с использованием моди-

фицированного в [9] метода И.Г. Арамановича [8], предусматривающего аналитическое 

продолжение комплексных потенциалов через границу полуплоскости, использование 

свойств интегралов типа Коши и рядов Лорана. 

Особенностью решения для каждой из поставленных задач для полубесконечной 

среды является его сведение к решению соответствующей задачи о равновесии полной 

плоскости, ослабленной отверстием, с граничным условием на контуре отверстия 1L , 

содержащем дополнительные члены, отвечающие за влияние наклонной границы [10, 

11]. 
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Результаты и их обсуждение 

Полученные результаты позволяют выполнить сравнение с данными численного 

моделирования [6] напряженного состояния склона для случая, когда продольная ось 

выработки расположена параллельно плоскости склона на основе решения задачи тео-

рии упругости с применением методов оптимизации. В процессе решения обеспечива-

ется достижение максимума целевой функции - нормальных радиальных напряжений 

n  на контуре отверстия,  обеспечивающих его устойчивость при действии гравита-

ционных сил.  

В работе [6] приведены результаты определения величины минимального рав-

номерного внутреннего давления p , действующего на контуре кругового отверстия 

диаметром D , расположенного на расстоянии H  (рис. 2) в полубесконечном массиве с 

удельным весом   вблизи прямолинейной границы, обеспечивающего устойчивость 

контура отверстия. 

Результаты численного решения представлены в виде графических зависимостей 

искомого относительного равномерного внутреннего давления cp /  (c  – сцепление 

грунта) для различных диапазонов изменения величин DH / , cD / , угла внутреннего 

трения грунта  , угла наклона склона  .  

 
 

Рис. 2. Расчетная схема в работе [6] 
 

При моделировании в расчетной схеме обломочных грунтов, трение между ча-

стицами которых пропорционально нормальным силам, действующим по площадкам 

контакта, в качестве критерия устойчивости склона и контура выработки применяется 

условие прочности Кулона-Мора, позволяющее определить условные зоны неупругих 

деформаций в массиве грунта.  

Полученные результаты послужат основой для рассмотрения более сложных ма-

тематических моделей, учитывающих проходку выработки по границе раздела грунтов 

с различными деформационными характеристиками, а также наличие отверстия с впа-

янным кольцом, моделирующих подкрепленную выработку. 
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Заключение 

При проведении горно-проходческих и строительных работ в районах, отлича-

ющихся сложным рельефом поверхности и наличием слабых пород (грунтов), 

возможно изменение напряженно-деформированного состояния массива пород, в 

результате которого может быть снижена или потеряна устойчивость как склона, так и 

контура выработки. Разработка и использование строгих аналитических методов оцен-

ки устойчивости склонов является актуальной задачей, решение которой позволит 

сформулировать рекомендации по выполнению работ, исходя из особенностей исполь-

зуемых технологий действующих нагрузок. 
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