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Аннотация:  

Приводится описание разработанной математиче-

ской модели взаимодействия элементов единой де-

формируемой геомеханической системы "массив 

пород – зоны технологически неоднородных пород – 

крепь параллельных выработок – наклонная земная 

поверхность" при действии гравитационных сил в 

массиве. Модель позволяет учесть влияние на 

напряженно-деформированное состояние подземных 

конструкций и окружающего массива пород таких 

факторов, как угол наклона земной поверхности; 

количество параллельных выработок и их взаимное 

расположение; размеры концентрических зон пред-

варительно упрочненного или ослабленного при про-

ходке выработок массива пород; деформационные 

характеристики массива пород в естественном 

состоянии, технологически неоднородных пород и 

материала крепи выработок. Поскольку рассматри-

ваются достаточно протяженные линейные объек-

ты, используются расчетная схема, постановка и 

граничные условия плоской задачи теории упругости 

о равновесии весомой линейно-деформируемой полу-

бесконечной области с наклонной границей, ослаб-

ленной круговыми отверстиями, подкрепленными 

кольцами. Вокруг отверстий выделены концентриче-

ские области с отличающимися деформационными 

характеристиками, моделирующие зоны технологи-

чески ослабленных пород. Строгое аналитическое 

решение поставленной задачи базируется на приме-

нении математического аппарата теории функций 

комплексного переменного – потенциалов Колосова – 

Мусхелишвили, характеризующих напряженно-

деформированное состояние выделенных областей. 

Использование модифицированного метода 

И.Г. Арамановича позволяет свести решение по-

ставленной задачи к хорошо сходящемуся итераци-

онному процессу, на каждом шаге которого рас-

сматривается задача о бесконечной среде, ослаблен-

ной одним подкрепленным отверстием в концентри-

ческой области с отличающимися характеристика-

ми. В дальнейшем предлагаемая математическая 

модель будет модифицирована с целью учета влия-

ния на напряженное состояние подземных кон-

струкций веса объектов на поверхности, а также 

внутреннего давления.    

 

Ключевые слова: крепь, параллельные выработки, 

горный склон, напряженное состояние, теория упру-

гости, теория функций комплексного переменного, 

расчет. 

 Abstract:  

The paper includes a description of the developed math-

ematical model of the interaction of elements of a single 

deformable geomechanical system "rock mass - zones of 

technologically heterogeneous rocks - support parallel 

workings - inclined earth surface" under the action of 

gravitational forces in the array. The model allows us to 

take into account the influence on the stress-strain state 

of underground structures and the surrounding rock 

mass of factors such as the angle of inclination of the 

earth's surface; the number of parallel workings and 

their mutual location; the dimensions of the concentric 

zones of the rock mass previously hardened or weakened 

during the excavation; deformation characteristics of the 

rock mass in its natural state, technologically heteroge-

neous rocks and the material of the excavation support. 

Since sufficiently extended linear objects are considered, 

the calculation scheme, formulation and boundary condi-

tions of the plane problem of elasticity theory on the 

equilibrium of a weighty linearly deformable semi-

infinite region with an inclined boundary weakened by 

circular holes reinforced by rings are used. Concentric 

areas with different deformation characteristics are iden-

tified around the holes, modeling zones of technological-

ly weakened rocks. The rigorous analytical solution of 

the problem is based on the application of the mathemat-

ical apparatus of the theory of functions of a complex 

variable - kolosov-muskhelishvili potentials characteriz-

ing the stress-strain state of the selected regions. Using 

the modified method of aramanovich i.g. Allows us to 

reduce the solution of the problem to a well-converging 

iterative process, at each step of which the problem of an 

infinite medium weakened by one reinforced hole in a 

concentric region with different characteristics is con-

sidered. In the future, the proposed mathematical model 

will be modified in order to take into account the impact 

on the stress state of underground structures of the 

weight of objects on the surface, as well as internal pres-

sure. 
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Введение 

Проектирование объектов горнодобывающей промышленности, возводимых за-
крытым способом в районах со сложным горным рельефом с применением специаль-
ных способов строительства, требует оценки несущей способности крепи выработок и 
окружающего массива пород [1]. 

Специальные способы строительства подземных сооружений, предусматриваю-
щие предварительное инъекционное укрепление слабых или водонасыщенных пород, 
либо ослабление, вызванное, например, буровзрывным или другими механическими 
способами проходки выработок, приводят к образованию вблизи поверхности соору-
жения технологической неоднородности массива пород.  

Данные натурных [2, 3], лабораторных [4] и численных [5, 6] исследований  для 
подземных объектов различного назначения подтверждают возможность существенно-
го изменения напряженно-деформированного состояния элементов геомеханической 
системы "массив пород – крепь выработок – горный склон", обусловленного взаимным 
влиянием близко расположенных выработок, наличием вокруг них зон пород с изме-
ненными механическими и деформационными характеристиками, а также наклонной 
дневной поверхности. 

 В материалах нормативно-технических документов и справочников по проекти-
рованию и строительству подземных сооружений отсутствуют рекомендации по учету 
влияния перечисленных выше факторов.  

В настоящее время для оценки прочности подземных конструкций используют-
ся, как правило, специализированные пакеты компьютерных программ, реализующих 
численные решения задач геомеханики и механики подземных сооружений. Однако 
результаты, полученные с использованием таких пакетов, требуют проверки на досто-
верность и адекватность, что возможно осуществить путем сравнения с данными расче-
тов для частных случаев, разработанными аналитическими методами, базирующимися 
на решениях задач механики сплошных сред и, в частности, теории упругости.  

Среди имеющихся аналитических методов расчета, в основу которых положены 
решения соответствующих задач математической или прикладной теории упругости, 
отсутствуют методы определения напряженного состояния крепи параллельных выра-
боток, сооруженных вблизи наклонной дневной поверхности с учетом влияния зон тех-
нологически неоднородных пород, возникающих вокруг подземных объектов. 

Описание математической модели 

В предлагаемой математической модели формирования напряженного состояния 
массива пород в естественном состоянии, зон технологически неоднородных пород и 
крепи выработок, сооружаемых вблизи склона, реализовано представление о взаимо-
действии подземных конструкций и окружающего массива грунта как элементов еди-
ной деформируемой системы [1], позволившее сформулировать и выполнить постанов-
ку соответствующей задачи теории упругости, а также получить ее аналитическое ре-
шение. 

Так как в дальнейшем предполагается применение для решения поставленной 
задачи методов математической теории упругости, использующих аппарат комплекс-
ных потенциалов Колосова – Мусхелишвили [7], в модели реализована расчетная схема 
плоской задачи теории упругости, результаты решения которой могут быть использо-
ваны для определения напряженного состояния крепи достаточно протяженных участ-
ков выработок и окружающего массива пород. 

В разработанной модели учитываются следующие факторы, оказывающие суще-
ственное влияние на формирование напряженного состояния крепи и окружающего 
массива, включая зоны неоднородности: 

–  количество выработок и их взаимное расположение; 

– наличие зон технологически неоднородного грунта вокруг тоннелей и размеры 

их поперечных сечений; 



               ПРОБЛЕМЫ НЕДРОПОЛЬЗОВАНИЯ                                                                                                                                                 № 2, 2022 г. 
 

 
85 

 

С е т е в о е  п е р и о д и ч е с к о е  н а у ч н о е  и з д а н и е  

– глубину заложения каждой из выработок относительно наклонной дневной по-

верхности; 

– размеры поперечных сечений выработок и используемой крепи; 

– механические и деформационные характеристики массива пород в естествен-

ном и технологически неоднородном состояниях; 

– деформационные характеристики материалов крепи; 

– наличие полей начальных напряжений в массиве пород в естественном состоя-

нии и в зонах пород с отличающимися свойствами, обусловленными гравитационными 

силами; 

– очередность (последовательность) сооружения выработок и отставание возве-

дения крепи от забоя в каждой из них, а также реологические свойства пород в рамках 

теории линейной наследственной ползучести с использованием метода переменных 

модулей [8]. 

Расчетная схема рассматриваемой задачи теории упругости приведена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Общая расчетная схема 

 

Полубесконечная весомая линейно-деформируемая однородная среда 0S  моде-

лирует массив пород. Среда ограничена прямой '
0L , образующей угол   с горизонта-

лью.  

Материал среды характеризуется удельным весом  ; коэффициентом бокового 

давления  ; усредненным модулем деформации 0E  и коэффициентом Пуассона 0 .  

Среда 0S  ослаблена произвольным числом N  круговых отверстий, моделиру-

ющих сечения выработок. Контуры mL ,1 отверстий имеют радиусы mR ,1 ),...,1( Nm  . 
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Центры отверстий расположены в точках с координатами );( ''
mm yx , Nm ,...,1  в 

прямоугольной системе координат 
''OYX , начало которой совмещено с центром пер-

вого отверстия, ось 
'OX  является горизонтальной. Оси OX , OY  наклонной системы 

координат XOY  образуют угол   с соответствующими осями 
'OX , 

'OY .  

В расчетной схеме поперечные сечения зон технологически неоднородных по-

род вокруг выработок моделируются концентрическими круговыми областями mS ,1  с 

деформационными характеристиками – модулями деформации mE ,1  и коэффициентами 

Пуассона m,1  ),...,1( Nm  , отличающимися от соответствующих деформационных ха-

рактеристик среды 0S . Области mS ,1  ограничены наружными контурами mL ,0  радиуса-

ми mR ,0  и внутренними контурами mL ,1  радиусами mR ,1  ),...,1( Nm  .  

Удельный вес и коэффициент бокового давления материалов областей mS ,1  

),...,1( Nm   принимаются равными соответствующим величинам для среды 0S . 

Отверстия подкреплены концентрическими кольцами mS ,2  с внутренними кон-

турами mL ,2  радиусами mR ,2 , моделирующими крепь выработок ),...,1( Nm  . Материа-

лы колец mS ,2  имеют деформационные характеристики mE ,2 , m,2  ),...,1( Nm  . Весом 

крепи по сравнению с весом вмещающего массива пород пренебрегаем. 

Рассматриваемые области 0S , mS ,1 , mS ,2  деформируются совместно – на линиях 

контакта mL ,0 , mL ,1  ),...,1( Nm   выполняются условия непрерывности векторов полных 

напряжений и смещений. 

Наклонная граница '
0L  полуплоскости 0S  и внутренние контуры mL ,2  колец 

mS ,2 ),...,1( Nm   свободны от действия внешних сил. 

В среде 0S  и в областях mS ,1  заданы поля начальных напряжений, отвечающих 

за действие гравитационных сил, обусловленных собственным весом пород.  

Компоненты этих полей в наклонной системе координат определяются соотно-

шениями 

                               

,sin)(

;cos)(

;cos)(

)0)(,1()0)(0(

)0)(,1()0)(0(

)0)(,1()0)(0(







yH

yH

yH

m
xyxy

m
yy

m
xx

                                              (1) 

где )0)(,0( m
x , )0)(,0( m

y , )0)(,0( m
xy ; )0)(,1( m

x , )0)(,1( m
y , )0)(,1( m

xy  – компоненты поля начальных 

напряжений, соответственно, в областях 0S  и mS ,1  ),...,1( Nm  . 

Полные напряжения в среде 0S  и в областях mS ,1 ),...,1( Nm   представляются в 

виде сумм искомых дополнительных напряжений и начальных напряжений, задавае-

мых соотношениями из (1): 

                      

;

;

;

)0)(0()0(*)0(

)0)(0()0(*)0(

)0)(0()0(*)0(

xyxyxy

yyy

xxx


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где *)0(
x , *)0(

y , *)0(
xy  – полные напряжения в среде 0S ; *),1( m

x , *),1( m
y , *),1( m

xy  – полные 

напряжения в областях mS ,1 ),...,1( Nm  ; )0(
x , )0(

y , )0(
xy  – дополнительные напряжения 

в среде 0S ; ),1( m
x , ),1( m

y , ),1( m
xy  – дополнительные в областях mS ,1 ),...,1( Nm  . 

Смещения во всех областях рассматриваются только дополнительные. 

Граничные условия задачи в полных напряжениях примут вид: 

– на прямолинейной границе '
0L  

                             0*)0(  y , 0*)0(  yx ;                                                          (3) 

– на контурах mL ,0 ),...,1( Nm   

                             *)0(*),1(
r

m
r  , *)0(*),1(

  r
m

r ;                                                  (4) 

                              )0(),1( uu m  , )0(),1( vv m  ;                                                       (5) 

– на контурах mL ,1 ),...,1( Nm   

                           *),1(*),2( m
r

m
r  ,  *),1(*),2( m

r
m

r   ;                                                (6) 

                          ),1(),2( mm uu  , ),1(),2( mm vv  ;                                                     (7) 

– на внутренних контурах mL ,2 ),...,1( Nm   

                           0*),2(  m
r ,  0*),2(  

m
r ,                                                       (8) 

где *)0(
y , *)0(

yx  – нормальные и касательные напряжения в наклонной системе коорди-

нат в среде 0S ; *),( ml
r , *),( ml

r  – полные радиальные и касательные напряжения; ),( mlu , 

),( mlv  – дополнительные радиальные и окружные смещения в точках областей 

mlS , ),...,1;2,1,0( Nml   в полярных системах координат. 

После перехода к соответствующей краевой задаче теории аналитических функ-

ций комплексного переменного (ТФКП) для кусочно-однородной многосвязной обла-

сти решение получено с помощью модифицированного в работах [8, 10 – 14] метода 

И.Г. Арамановича [9].  

Особенностью предлагаемого решения [13, 15] поставленной задачи об опреде-

лении напряженного состояния колец, подкрепляющих несколько круговых отверстий 

внутри шайб в полуплоскости с наклонной границей, является использование сходяще-

гося итерационного процесса, на каждом шаге которого рассматривается задача о 

напряженном состоянии двухслойного концентрического кольца в полной плоскости 

при граничных условиях, содержащих дополнительные члены в виде рядов Лорана с 

коэффициентами, отвечающими за влияние наклонной границы и соседних подкреп-

ленных отверстий. 

Выводы 

Таким образом, в работе поставлены и решены следующие задачи:   

– определены факторы, оказывающие существенное влияние на напряженное 

состояние крепи выработок, сооруженных вблизи наклонной земной поверхности, тех-

нологически неоднородных пород и пород в естественном состоянии; 

– предложена и обоснована расчетная схема плоской задачи теории упругости, 

применимая для достаточно протяженных участков параллельных выработок, соору-

женных в технологически неоднородных породах; 

– выполнена постановка плоской задачи теории упругости о равновесии линей-

но-деформируемой однородной весомой среды с наклонной границей, ослабленной 

произвольным числом подкрепленных круговых отверстий, вокруг которых имеются 

концентрические зоны с отличающимися деформационными характеристиками; 
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– сформулированы граничные условия задачи на линиях контакта областей с 

различными деформационными характеристиками, отражающие равенство векторов 

полных напряжений и дополнительных смещений, которые соответствуют предполо-

жению о совместной работе крепи выработок, зон неоднородных пород и пород в есте-

ственном состоянии как элементов единой деформируемой геомеханической системы;  

– обоснован выбор общего метода решения поставленной плоской задачи теории 

упругости, использующего математический аппарат ТФКП, как хорошо разработанного 

и апробированного, позволяющего получить строгое аналитическое решение; 

– полученное решение задачи позволяет определить компоненты напряженного 

состояния соответствующих областей, моделирующих массив пород в естественном 

состоянии, зон технологически неоднородных пород и крепи выработок при действии 

гравитационных сил; 

– предлагаемая математическая модель допускает дальнейшую модификацию с 

целью учета влияния на напряженное состояние подземных конструкций действия веса 

объектов, расположенных на дневной поверхности, а также внутреннего давления для 

гидротехнических сооружений.    
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