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ANALYSIS OF METHODS  

FOR DETERMINING THE LOADS  

ON THE SUPPORT IN CONDITIONS  

OF EXTREME STRESS-STRAIN 

STATE OF THE ARRAY 

Аннотация:  

Статья посвящена анализу методов расчета 
крепи подземных горных выработок в условиях за-
предельного напряженно-деформированного со-
стояния  массива. Рассматриваются ключевые 
факторы, влияющие на устойчивость выработок: 
геомеханические свойства пород, горное давление, 
зоны разрушения и дилатансионные процессы. 
Особое внимание уделено аналитическим моделям 
(Феннера, Лабасса, Либермана, Шашенко, Лит-
винского и др.), используемым для прогнозирования 
параметров крепи. 
Показано, что традиционные методы, основанные 
на упрощенных статических моделях, не учиты-
вают реальное напряженно-деформированное со-
стояние массива, что приводит к завышению ко-
эффициентов запаса и ограничивает их примене-
ние в сложных горно-геологических условиях. Под-
черкивается важность учета дилатансии, вре-
менных и пространственных изменений прочности 
пород, а также взаимодействия крепи с массивом. 

 Abstract:  

The article analyzes methods for calculating support 
systems in underground mine workings under condi-
tions of limit-state stress-strain behavior of rock mass. 
Key factors affecting excavation stability are exam-
ined, including geomechanical properties of rocks, 
rock pressure, failure zones, and dilatancy processes. 
Particular attention is given to analytical models (by 
Fenner, Labasse, Liberman, Shashenko, Litvinsky, 
etc.) used for support parameter prediction. 
The study demonstrates that traditional methods based 
on simplified static models fail to account for actual 
stress-strain behavior, leading to overestimated safety 
factors and limited applicability in complex geome-
chanical conditions. The importance of considering di-
latancy, temporal and spatial strength variations, and 
support-rock interaction is emphasized. 
Despite theoretical rigor, modern methodologies ex-
hibit significant limitations: challenges in determining 
parameters of fractured rock mass (residual strength, 
modulus degradation), contradictions in assessing 
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Отмечается, что современные методики, не-
смотря   на   теоретическую   строгость, облада- 
ют существенными недостатками: сложностью 
определения параметров разрушенного массива 
(остаточная прочность, модуль спада), противо-
речиями в оценке влияния отпора крепи, ограничен-
ной применимостью в инженерной практике. 
Наиболее перспективными признаны подходы, со-
четающие аналитические решения с эмпириче-
скими коэффициентами (например, метод Лит-
винского). 
Выводы статьи подчеркивают необходимость 
дальнейших исследований, включающих численное 
моделирование, лабораторные и натурные экспе-
рименты для разработки более точных и прак-
тико-ориентированных методик расчета крепи. 
Оптимизация баланса между детализацией мо-
дели и ее практической реализуемостью остается 
ключевой задачей в обеспечении устойчивости 
подземных выработок. 

Ключевые слова: подземные горные выработки, 
крепь, запредельное напряженно-деформирован-
ное состояние, аналитические модели, дилатан-
сия, горное давление, устойчивость. 

support resistance effects, and restricted practical ap-
plicability. Hybrid approaches combining analytical 
solutions with empirical coefficients (e.g., Litvinsky's 
method) show particular promise. 
The conclusions highlight the need for further research 
incorporating numerical modeling, laboratory, and 
field experiments to develop more accurate and practi-
cal support design methods. Optimizing the balance 
between model sophistication and practical implemen-
tation remains crucial for ensuring underground exca-
vation stability. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Key words: underground mine workings, support sys-
tem, limit-state stress-strain behavior, analytical mod-
els, dilatancy, rock pressure, stability. 

 

Введение 

Устойчивость подземных горных выработок на требуемый срок эксплуатации 

обеспечивается за счет применения различного рода крепления. Тип и параметры крепи 

породных обнажений и массива вмещающих пород зависят от ожидаемых негативных 

проявлений горного давления, которые, в свою очередь, зависят от геомеханических, 

горно-геологических и горнотехнических условий массива. Основными нормативными 

документами, регламентирующими методику выбора и расчета параметров несущих и 

упрочняющих видов крепи на горнорудных предприятиях Российской Федерации, слу-

жат СП 91.13330.2012 «Свод правил. Подземные горные выработки» и «Руководство по 

проектированию подземных горных выработок и расчету крепи». Аналогичные норма-

тивы в различных вариациях в настоящее время используются также на предприятиях 

стран СНГ и на большинстве рудников дальнего зарубежья [1 – 2].  

Существующие нормативные методы расчета крепи подземных выработок осно-

ваны на прогнозируемых нагрузках и статических моделях, учитывающих смещения и 

вес разрушенных пород. Фактическое НДС массива при этом игнорируется, а использу-

ются упрощенные эмпирические коэффициенты, зависящие от глубины и прочности по-

род. 

Несмотря на простоту и доступность, традиционный подход к расчету крепи (ос-

нованный на минимальных данных) приводит к завышенным коэффициентам запаса и 

применим только для устойчивых пород вне влияния очистных работ. В сложных усло-

виях требуются специализированные методики расчета. 

С геомеханической точки зрения, в устойчивых выработках (I – III категории) 

массив находится в допредельном НДС, где концентрация напряжений недостаточна для 

разрушения контура. Возможные нарушения происходят под действием гравитационных 

напряжений, приводя к формированию свода естественного равновесия. В этих условиях 

эффективны простые типы крепи (анкеры, рамы, стойки), рассчитанные на вес породных 

вывалов и основанные на жесткопластических моделях. 

В сильнотрещиноватых массивах (IV – V категории) происходит деформирование 

и разрушение пород на контуре выработки под действием сжимающих напряжений, с 

развитием сдвиговых и разрывных трещин, распространяющихся в массив. Формиру-

ются зоны запредельного НДС, отражающие стадии разрушения пород под нагрузкой. 

При решении практических задач геомеханики чаще всего данные зоны выделяют 

по трем наиболее характерным границам (рис. 1):  
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1) граница между зоной допредельного деформирования (которая объединяет ста-

дии уплотнения, линейно-упругого и нелинейно-упругого НДС) и зоной запредельного 

деформирования, отражающей постпиковое НДС стадий неупругого и запредельного по-

ведения разрушаемого породного массива на ниспадающей ветви диаграммы «напряже-

ния – деформации»; 

2) граница между зоной запредельного деформирования и зоной остаточной проч-

ности, отражающей стадию постепенного выполаживания ниспадающей ветви диа-

граммы; 

3) граница между зоной остаточной прочности и зоной «руинного» разрушения, 

в пределах которой структурные блоки вмещающего породного массива полностью 

утрачивают связность и стремятся выпасть в выработку под собственным весом. 

В таких условиях основным фактором воздействия на крепь становится не обру-

шение пород, а выдавливание породных блоков под действием сжимающих нагрузок. 

Смещения этих блоков могут повредить даже мощную крепь, такую как чугунные тю-

бинги [3 – 4]. 

В связи со случайным характером выдавливания породных клиньев, точные про-

гнозы затруднены. Тем не менее на основе оценки размеров зон запредельного НДС 

можно приблизительно рассчитать наиболее вероятные значения смещений (конверген-

ции) контура выработки, учитывая фактор дилатансии. 

Зная параметры конвергенции, можно проанализировать деформационно-силовое 

взаимодействие массива на крепь, что позволяет выбрать и рассчитать ее параметры. 

 
Рис. 1. Схема формирования нагрузок на крепь подземной выработки  

в условиях запредельного НДС:   

q – внешние сжимающие нагрузки от массива окружающих пород (начальные напряжения);  

Р – реактивный отпор (грузонесущая способность) поддерживающей крепи;  

1– зона допредельного деформирования; 2– зона запредельного деформирования;  

3 – зона остаточной прочности; 4 – зона руинного разрушения 

 

Таким образом, задача выбора/расчета крепи выработки, сооружаемой в скальных 

массивах IV – V категорий устойчивости, сводится к прогнозу параметров взаимодей-

ствия системы «крепь – массив», определяемых расчетными значениями смещений ее 

контура, которые, в свою очередь, напрямую зависят от прогноза размеров формируемой 

зоны запредельного НДС. 
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Основная сложность в решении задачи для скальных пород заключается в их про-

странственно-временной неоднородности НДС, обусловленной блочной структурой и 

непостоянством параметров. Это приводит к существенным различиям в механических 

процессах, даже в пределах одного типа массива. 

О сложности механического поведения напряженных скальных массивов можно 

судить уже на масштабном уровне лабораторных испытаний образцов горных пород по 

диаграммам «напряжения – деформации». Для этого надо лишь рассматривать не идеа-

лизированные кривые, приводимые в учебниках, а реальные натурные данные.  

С учетом всех вышеописанных сложностей для выделения наиболее общих прин-

ципов решения рассматриваемой проблемы прежде всего следует проанализировать ана-

литические решения рассматриваемой задачи, представленные в литературе [6 – 10].  

Литературные источники свидетельствуют, что попытки разработать методы ана-

литического расчета смещений контура протяженной горной выработки предпринима-

лись с середины ХХ века многими зарубежными и отечественными учеными, в частно-

сти Р. Феннером, А. Лабассом, Л. Уокером, Г. Шпакеллером, А. Галиным, Ю.М. Либер-

маном, Ю.З. Заславским, И.В. Баклашовым, Б.А. Картозия, А.Н. Шашенко, В.Н. Борисо-

вым, Г.Г Литвинским и др. В основу большинства расчетных схем положены следующие 

идеализированные предпосылки: протяженная горная выработка круглого поперечного 

сечения в массиве (упругая изотропная среда) с действующим гидростатическим полем 

напряжений q, определяемым собственным весом толщи налегающих пород и с установ-

ленной по всему контуру жесткой крепи, обладающей постоянным всесторонним отпо-

ром (несущей способностью) Р. 

Для условий 4 – 5 категории, когда массив окружающих пород переходит в запре-

дельное НДС, формулы расчета значений радиальных смещений U контура выработки и 

радиуса зоны запредельного НДС r12 получаются решением аналогичных краевых осе-

симметричных задач. При этом практически все исследователи, поэтапно усложняя при-

нимаемые математические модели запредельного деформирования разрушаемого пород-

ного массива, при рассмотрении самого механизма разрушения ограничиваются исполь-

зованием упрощенной теории прочности Кулона-Мора с прямолинейной огибающей.  

В основе большинства современных аналитических решений лежат формулы 

А. Галина, Р. Феннера и А. Лабасса, полученные на основе наиболее простых матема-

тических моделей. 

Решение Р. Феннера, постулирующее, что весь вмещающий породный массив 

вокруг выработки имеет свойства идеально сыпучей среды с нулевой остаточной проч-

ностью, представлено следующими формулами: 

𝑈 =
𝑞−𝜎𝑟12

2𝐺
𝑟12

𝐴+1 ;                                                         (1) 

𝑟12 = (
2𝑞

(𝐴+1)𝑃
)

1
(𝐴−1)⁄

 ,                                                   (2) 

где r12 – радиус внешней границы зоны запредельного НДС, доли радиуса выработки; 

σr12 – радиальные напряжения на внешней границе зоны запредельного НДС, МПа; 

 A = (1 + sin φ) / (1 – sin φ) –  параметр объемной прочности вмещающего породного 

массива; 

φ –  угол внутреннего трения вмещающего породного массива, град. 

В решении А. Лабасса принимается, что весь вмещающий породный массив пред-

ставляет собой идеально связную среду со сцеплением С, значение которого добавляется 

в формулы (1) и (2) Феннера, в итоге получается: 

𝑟12 = [
2(𝑞+𝐶)

(𝐴+1)(𝑃+𝐶)
]

1
(𝐴−1)⁄

 ;                                           (3) 

𝜎𝑟12 = (𝑃+𝐶)𝑟12
𝐴−1 − 𝐶 ,                                          (4) 

где С – сцепление вмещающего породного массива, МПа.  

Ю.М. Либерманом [11] рассмотрена проходка выработки для условий идеально 

хрупкой сплошной среды, которая по достижении предела мгновенной прочности на 
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сжатие σсж (совпадающего с пределом упругости) одномоментно во всей зоне запредель-

ного НДС приобретает свойства идеально сыпучей среды с нулевой остаточной прочно-

стью и углом внутреннего трения φ. В неразрушенном же состоянии (т.е. вне зоны запре-

дельного НДС) породный массив характеризуется тем же значением угла внутреннего 

трения φ и пределом прочности на одноосное сжатие.  

В различных изданиях решение Либермана по расчетам значений радиуса зоны 

запредельного НДС r12 и радиальных смещений U контура выработки записывается в 

разных формулировках. Наиболее компактно оно приведено в [11] в следующем виде: 

𝑈 = [
(𝑞−0,5𝜎сж)sin𝜑+0,5𝜎сж

2𝐺
]𝑟12

  ;                                            (5) 

𝑟12 = 𝑟23 = [
(1−sin𝜑)(2𝑞−𝜎сж)

2𝑃
]

1
sin𝜑⁄

 .                                      (6) 

В учебном пособии Баклашова И.В., Борисова В.Н., Картозии Б.А., Шашенко А.Н. 

[12] представлено решение рассматриваемой задачи о проходке протяженной выработки 

круглого сечения в хрупко разрушающейся среде, но после разрушения массив во всей 

зоне запредельного НДС деформируется как жесткопластичная среда с постоянным 

уровнем остаточной прочности σос: 

𝑈 =
2𝐵𝑞+𝜎сж

4𝐺(𝐵+1)
𝑟12

2  ;                                                     (7) 

𝑟12 = 𝑟23 = [
2𝐵(𝑞−

2𝐵𝑞+𝜎сж
2(𝐵+1)

)+𝜎ос

2𝐵𝑃+𝜎ос
]

1
2𝐵⁄ ,                                   (8) 

где r12 – радиус внешней границы зоны запредельного НДС, доли радиуса выработки;  

r23 – радиус внешней границы зоны остаточной прочности, доли радиуса выработки; 

U – радиальные смещения контура протяженной выработки, доли радиуса выра-

ботки; 

q – всестороннее давление массива горных пород, вмещающих выработку, МПа; 

Р – отпор (грузонесущая способность) поддерживающей крепи выработки, МПа; 

G – модуль сдвига массива вмещающих пород, МПа; 

σсж, σос – предел прочности вмещающего породного массива на сжатие, соответ-

ственно, мгновенной и остаточной, МПа; 

В = sin φ / (1 – sin φ) – коэффициент угла внутреннего трения φ массива. 

Также в [12 – 13] рассмотрена выемка в идеально хрупком напряженном пород-

ном массиве шарообразной круглой полости радиусом r = 1. Для данных условий с теми 

же обозначениями аналитическое решение о параметрах формирования запредельного 

НДС представлено следующими формулами: 

𝑈шар =
4𝐵𝑞+2𝜎сж

4𝐺(4𝐵+3)
𝑟12шар

3  ;                                           (9) 

𝑟12шар = [(
3𝑞−2𝜎сж

4𝐵+3
+

𝜎ос

2𝐵
)(

2𝐵

2𝐵𝑃+𝜎ос
)]

1
4𝐵⁄  ,                           (10) 

где r12шар – радиус внешней границы зоны запредельного НДС вокруг шарообразной 

круглой выработки, доли радиуса выработки; 

Uшар – радиальные смещения контура шарообразной круглой выработки, доли 

радиуса выработки. 

При замене значений остаточной прочности на предел мгновенной прочности (т.е. 

при σос = σсж) реализуются условия запредельного НДС также и для модели «неразруша-

емой», идеально пластичной среды. 

В обеих моделях как для идеально хрупкой, так и для идеально пластичной среды 

постулирование мгновенного перехода от сплошного упругого массива в зоне допре-

дельного деформирования к сплошному жесткопластичному в зоне остаточной прочно-

сти позволяет избегать необходимости учета фактора дилатансии, который проявляется 

в переходной зоне запредельного деформирования при сдвиговых и разрывных разруше-

ниях и, соответственно, разрыхлении сплошной упругой среды (см. рис.1).  
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Разумеется, данное условие следует понимать лишь в качестве методологиче-

ского приема, поскольку в реальности подобный переход неизбежно будет сопровож-

даться такими динамическими процессами (горными ударами), которые окажут на крепь 

гораздо большее воздействие, чем постепенные деформации. Полностью же избавиться 

от необходимости учета дилатансии при этом не удастся, если вспомнить, что первые 

исследования этого явления проводились Рейнольдсом как раз на песке. 

Между тем практика ведения проходческих работ в напряженных иерархически 

блочных скальных породных массивах свидетельствует о существенности влияния ди-

латансионных процессов на устойчивость крепи строящихся выработок. В этой связи в 

[12] также было рассмотрено формирование переходной зоны запредельного деформи-

рования в границах между радиусами r12 и r23 (см. рис. 1) и, соответственно, влияние 

фактора дилатансии. Более того, предпринята попытка учесть в процессах формирования 

зоны запредельного НДС и влияние фактора времени путем использования в расчетных 

зависимостях реологических параметров (по результатам исследований М.К. Теплова, 

С.В. Родоманцева и В.Г. Хлопцова). 

Итоговое аналитическое решение о параметрах формирования зоны запредель-

ного НДС с учетом дилатансии и фактора времени представлено следующими форму-

лами: 

𝑈 =
(1−𝛽)(𝜎сж−𝜎𝑜𝑐)

2𝑀0
+ [𝜀𝜃12 +

(1+𝛽)(𝜎сж−𝜎𝑜𝑐

2𝑀0
]𝑟23

2   ;                      (11) 

𝑟23 =
𝑟12

𝜌
  ,                                                       (12) 

где σ∞, σсж, σос, – пределы прочности вмещающего породного массива на сжатие, соот-

ветственно: длительная, мгновенная, остаточная и постепенно снижающаяся во времени 

в зоне запредельного деформирования, МПа; 

М∞, М0 – модуль спада вмещающего породного массива при одноосном сжатии в 

зоне запредельного деформирования, соответственно, длительный и мгновенный, МПа; 

Е∞, Е0 – модуль линейной деформации вмещающего породного массива в зоне до-

предельного деформирования, соответственно, длительный и мгновенный, МПа; 

t0 – время релаксации напряжений (реологическая постоянная) в зоне запредельного 

деформирования, с; 

t – рассматриваемый интервал времени, с; 

εθ12 – окружная относительная деформация породного массива на внешней границе 

r12 зоны запредельного деформирования;  

β – коэффициент учета дилатансии, под которым понимается коэффициент попереч-

ной линейной деформации породного массива в зоне запредельного деформирования 

при одноосном сжатии. 

Прогнозное значение радиуса r23 внешней границы зоны остаточной прочности 

для условий проходки протяженной горизонтальной выработки определяет максималь-

ную величину внешней вертикальной нагрузки Pв на крепь в соответствии с зависимо-

стью:  

                                  Pв = о Rэ (r23 –1),                                                    (13) 

где Pв – распределенная вертикальная нагрузка, действующая на единицу площади кон-

тактной поверхности поддерживающей крепи выработки, МПа; 

γо – усредненный объемный вес стремящегося обрушиться в выработку разрыхлен-

ного породного массива в зонах остаточной прочности и руинного разрушения, МН/м3; 

Rэ = (S/π)0,5 – эквивалентный радиус выработки вчерне, м; 

S – площадь поперечного сечения выработки вчерне, м2. 

Данная методика расчета предполагает обрушение всего разрушенного массива 

кровли по вертикальным плоскостям, то есть всю зону остаточной прочности (до гра-

ницы r34) рассматривает как зону руинного разрушения с жесткопластической моделью 

сыпучей среды. 
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Решением уравнений (11) и (13) определяется минимальный отпор Рmin крепи, не-

обходимый для устойчивости выработки в запредельном НДС при идеальном контакте. 

На основании этого подбирается крепь с соответствующей грузонесущей способностью, 

параметры которой рассчитываются известными методами строительной механики с 

учетом конструктивных особенностей рассматриваемого типа крепи. 

Комплекс формул (11) – (13) является наиболее детализированным аналитиче-

ским решением задачи как в отечественных, так и зарубежных исследованиях [9 – 10]. 

Он позволяет отобразить линеаризованные отрезки кривой «напряжение – деформация». 

Однако очевидным недостатком такого подхода является сложность задания механиче-

ских параметров реального массива вмещающих пород на «запредельных» стадиях, тем 

более с учетом фактора времени. В особенности это касается значений модуля спада М0 

и коэффициента учета дилатансии β.  

В [12] в качестве коэффициента учета дилатансии окружающего выработку мас-

сива предлагается принимать удвоенную (поскольку рассматриваются условия плоской 

деформации) величину поперечной линейной деформации, получаемую на стадии запре-

дельного деформирования при испытаниях на одноосное сжатие цилиндрических пород-

ных образцов на «жестких» прессах. По результатам тех же испытаний, судя по всему, 

предполагается задавать и значения модуля спада М0 и остаточной прочности σос.  

Между тем уже отмечалось, что даже для породных образцов данные параметры 

являются трудноопределимыми вследствие как неоднозначной их зависимости от боко-

вого сжатия σ0, так и большей (по сравнению с допредельной стадией) вариативности, а 

также постоянной изменяемости по мере нагружения образца, не говоря уж о существен-

ности влияния на них бокового сжатия σ0 (а ведь в реальности НДС не одноосное, а объ-

емное) и чрезвычайной сложности переноса результатов лабораторных испытаний по-

родных образцов на масштабы иерархически блочного вмещающего массива горной вы-

работки. 

Данный недостаток касается всех без исключения современных аналитических 

решений рассматриваемой задачи, в которых реализуются попытки учесть максимальное 

количество влияющих факторов с еще большей детализацией, в частности сложности и 

трехмерности форм рассматриваемой выработки, анизотропии исходного НДС и фи-

зико-механических свойств вмещающего породного массива, воздействия неравномер-

ных и переменных внешних нагрузок, статистического разброса исходных данных и т.п. 

[14 – 20]. 

Практически все методики включают коэффициенты, определяемые на основе 

экспериментальных данных, или параметры аппроксимации, но без указания источника 

и способа их получения. 

И даже на такой ключевой параметр, как влияние отпора крепи на вмещающий 

массив, существуют две диаметрально противоположные точки зрения. Согласно первой 

[21 – 23], отпор крепи на смещения пород вокруг выработок существенно не влияет, а 

согласно второй [24 – 26], он оказывает существенное влияние. В работе [27], где приво-

дятся экспериментальные исследования по выявлению влияния отпора крепи на смеще-

ние контура выработки, обосновывается, что в зависимости от тех или иных горно-гео-

логических и горнотехнических условий справедливы обе точки зрения. 

В качестве типичного представителя такого рода методик можно рассматривать 

последнюю статью коллектива профессора А.Г. Протосени [28], в которой описывается 

геомеханическая модель прогноза перемещений вмещающих горных пород подготови-

тельных выработок на больших глубинах в гидростатическом поле напряжений с учетом 

влияния их пластического разрыхления и снижения прочностных характеристик, дефор-

мационного разупрочнения и отпора крепи, радиального изменения сцепления, а также 

влияния слоистости и напластований в условиях предельного и запредельного состояний 

массива.  
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Основной недостаток методики [28] заключается в неполноте определения пара-

метров, некоторые из них не имеют явной интерпретации, а другие выражаются через 

вспомогательные величины, способ определения которых не регламентирован. Ключе-

вая проблема заключается в определении этих параметров для породного массива в мас-

штабах выработки, а не для лабораторных образцов. 

Сложности с использованием аналитических методик признаются даже авторами 

[13], включая профессора Б.А. Картозия [29 – 30], который отмечает малую пригодность 

этих решений для количественной оценки процессов в массиве горных пород, несмотря 

на их теоретическую изящность. Попытки введения «переходных коэффициентов» для 

нивелирования недостатков моделей рассматриваются как выдача желаемого за действи-

тельное. 

Поэтому не удивительно, что в последние годы в данном направлении большое 

количество исследовательских работ посвящено не столько детализации и уточнению, 

сколько упрощению и адаптации существующих расчетных схем и решений (причем не 

только аналитических, но и численных) к возможности их применения в горнорудной 

практике. 

Примером упрощения является статья А.Н. Шашенко [31], предлагающая анали-

тические зависимости для определения относительных значений радиальных смещений 

U контура и радиуса зоны запредельного НДС (r12 = r23) для выработки круглого сечения. 

Метод основан на модели мгновенно и хрупко разрушающейся сплошной среды: 

𝑈 = 𝜀𝑣(0,5 − √
𝑞

2𝜎сж𝑘co
),                                             (14) 

где добавлены следующие коэффициенты:  

εv – коэффициент учета дилатансии, под которым понимается предельное значе-

ние относительной объемной деформации породы при одноосном сжатии в условиях за-

предельного НДС;  

kсо – коэффициент структурного ослабления нетронутого породного массива в 

зоне допредельного деформирования. 

В статье [33] радиус r12 = r23 зоны запредельного НДС предлагается определять 

по упрощенному выражению: 

                               𝑟12 = exp (√
𝑞

2𝜎сж𝑘co
− 0,5) .                                      (15) 

В данном решении, ссылаясь на результаты предшествующих исследований 

[33 - 34], предлагается пренебречь практически всеми факторами, ранее учитываемыми 

в методиках Лабасса и Либермана, ограничившись заданием коэффициента учета дила-

тансии вмещающих пород через предельное значение относительной объемной дефор-

мации их разрыхления, а также предела мгновенной прочности пород на сжатие σсж и их 

всестороннего внешнего давления q на выработку.  

В методике используется коэффициент дилатансии, несмотря на принятую мо-

дель мгновенного хрупкого разрушения. Ранее отмечалась как неопределенность его за-

дания, так и существенность влияния. При отсутствии дилатансии (εv = 0), согласно фор-

муле (14), радиальные смещения U оказываются пренебрежимо малыми, что противоре-

чит логике. 

В качестве хорошего компромисса между детальностью учета наиболее значимых 

факторов и доступностью методики для практического применения заслуживает внима-

ния цикл работ профессора Г.Г. Литвинского [35 – 37], в которых аналитическое решение 

рассматриваемой задачи получено путем использования так называемого «порождаю-

щего решения», основанного на применении метода малого параметра. Имеется в ввиду 

решение краевых задач в виде степенных рядов по степеням некоторого малого пара-

метра, входящего в условие задачи в качестве заданной физической величины. Первый 

член такого степенного ряда и является «порождающим решением». 
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В принятых обозначениях (с введением параметра коэффициента устойчивости 

Кус) методика Г.Г. Литвинского в конечном итоге записывается следующими форму-

лами: 

                            𝑈 =
𝜀𝑣

2
(1 −

𝑃

𝑞
−

𝐾ус

𝐾ус+2
𝑟12

2 ) ;                                                   (16) 

                                        𝑟12 = [
2𝑞−𝜎𝑡

(𝐴+1)𝑃
]

1
𝐾ус

⁄
 ;                                                   (17) 

                  𝜎𝑡 = 𝜎∞ + (𝜎сж − 𝜎∞)exp (−
𝑡

𝑡0
) .                                    (18) 

Временной фактор в значении σt (постепенно снижающегося во времени предела 

прочности на сжатие массива в области запредельного НДС) предлагается определять по 

формуле (18), где реологическую постоянную t0 рекомендовано задавать по данным ла-

бораторных испытаний породных образцов, замеряя время разрушения t1 породы при ее 

нагружении постоянным напряжением σ1 > σсж , с использованием выражения: 

 

                              𝑡0 = 𝑡1𝑙𝑛
𝜎сж−𝜎∞

𝜎1−𝜎∞
 .                                                   (19) 

В предлагаемом решении прежде всего обращает внимание отсутствие необходи-

мости задания деформационных показателей породного массива: модулей упругости / 

сдвига и коэффициента Пуассона, поскольку обосновывается, что смещения контура вы-

работки за счет упругих деформаций границы зоны запредельного НДС (а также вслед-

ствие упругого восстановления разрушаемых и, соответственно, разрыхляемых пород 

внутри нее) оказываются пренебрежимо малыми. В рассматриваемых условиях основ-

ной вклад в смещения U контура выработки вносит эффект дилатансии, возникающий за 

счет разрыхления вмещающих пород в процессе их разрушения.  

Для задания значений коэффициента εv, учитывающего разрыхление и дилатан-

сию, рекомендовано использовать эмпирическую зависимость εv = 0,3tgφ, полученную 

на основании экспериментальных данных при проведении инструментальных наблюде-

ний на шахтах Донбасса [38].  

Следует подчеркнуть, что так же, как и в формуле (14), под коэффициентом учета 

дилатансии εv здесь понимается предельное значение относительной объемной деформа-

ции породного массива при одноосном сжатии в условиях запредельного НДС. В отли-

чие от коэффициента β в методике [12], отражающего удвоенную поперечную линейную 

относительную деформацию породного массива при одноосном сжатии в зоне запре-

дельного деформирования.  

И так же, как и в методике [31], в условиях отсутствия дилатансии (εv =0) ради-

альные смещения U контура по формуле (16) оказываются равными нулю, поскольку 

упругие деформации в решении не учитываются. 

При полном отсутствии отпора крепи (Р = 0) расчетные значения радиуса r12 в 

формуле (17) и, таким образом, значения смещений U контура по формуле (16), стано-

вятся бесконечно большими, что соответствует принципиальной неустойчивости неза-

крепленной выработки в рассматриваемых условиях запредельного НДС. В методике 

[12] это не отражено. 

Другим важным отличием предлагаемого решения от [12] является учет не только 

временного, но и пространственного фактора: постепенного снижения прочности рас-

сматриваемых породных объемов при приближении к контуру выработки. Имеется в 

виду вполне очевидное, но прежде не учитываемое снижение их мгновенной прочности 

от максимального значения σсж на внешней границе r12 зоны запредельного НДС до нуля 

на границе r34 с зоной руинного разрушения и, соответственно, на незакрепленном кон-

туре выработки (см. рис. 1).  

Для этого были проанализированы параметры кривых, формирующихся при раз-

личных значениях бокового сжатия σ0 на ниспадающих ветвях диаграмм «напряжения – 
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деформации», типичных для образцов большинства относительно крепких и хрупкораз-

рушающихся скальных пород. И поскольку прочность таких пород, как правило, прямо 

пропорциональна минимальной компоненте напряженного состояния (в рассматривае-

мой задаче – радиальному напряжению) автором был сделан вывод, что в первом, доста-

точно приемлемом приближении вполне допустимо принять эту зависимость линейной. 

Данное допущение избавило от необходимости задания в формулах (16) – (18) 

значений модуля спада и остаточной прочности. Однако оно же не позволяет выделить 

границу r23 зоны разрушенных пород, способных обрушиться в выработку. Соответ-

ственно, невозможно определить и максимальную величину внешней вертикальной 

нагрузки Pв на крепь с последующим выходом на оптимальный отпор крепи. 

Попытки решения этой задачи Г.Г. Литвинским представлены в цикле статей 

[39 - 41], в которых, на основании решения краевой задачи упругопластического равно-

весия сплошной среды вокруг горизонтальной протяженной выработки, была опреде-

лена степень возмущения границы зоны запредельного НДС, вызванной массовыми си-

лами, действующими на разрушенную породу. При этом, с учетом ранее применявше-

гося порождающего решения о развитии запредельной зоны, также использовался метод 

малого параметра. 

Результаты проведенных аналитических исследований показали, что отпор подат-

ливой поддерживающей крепи Pmin, минимально необходимый для обеспечения устой-

чивости выработки, зависит от радиуса r12 зоны запредельного НДС лишь для слабых 

пород с углом внутреннего трения φ порядка 20° и ниже, в соответствии с формулой 

                                     𝑃min = 𝛾𝑜𝑅э𝑙𝑛(
𝑟12

𝑅э
),                                            (20) 

где Pmin – минимально необходимый для обеспечения устойчивости выработки всесто-

ронний и равномерно-распределенный отпор единицы площади контактной поверхности 

поддерживающей крепи выработки, МПа; 

γо – усредненный объемный вес участка разрыхленного породного массива, стремя-

щегося обрушиться в выработку, МН/м3; 

Rэ = (S/π)0,5 – эквивалентный радиус выработки вчерне, м; 

S – площадь поперечного сечения выработки вчерне, м2. 

Для крепких же скальных пород с большими углами внутреннего трения φ мини-

мальный отпор крепи зависит уже не от размеров запредельной зоны, а исключительно 

от коэффициента устойчивости Кус, в соответствии с выражением: 

                                            𝑃min =
𝛾𝑜𝑅э

𝐾ус−1
  .                                                           (21) 

При этом в статье [40] неравномерность отпора крепи на различных участках по-

родного контура выработки предложено учесть наряду с прочими не осесимметричными 

факторами, влияющими на форму и размеры запредельной зоны, например: 

– разнокомпонентности исходного поля напряжений массива горных пород (т. е. 

его негидростатическое НДС); 

– анизотропии и неоднородности прочностных свойств вмещающего породного 

массива; 

– массовых сил, действующих на массив внутри зоны запредельного НДС; 

– отличия формы породного контура выработки от кругового очертания. 

Для определения конфигурации зоны с учетом всех пяти вышеперечисленных 

факторов, с использованием «принципа суперпозиции, действительного при учете пер-

вых степеней разложения по малому параметру», приведена следующая формула: 

𝑧 = 𝜔(𝜍) = 𝑟∗(𝜍 + ∑ 𝜀𝑗𝑒𝑖𝜃𝑗5
𝑗=1 ∑ 𝛿𝑘

(𝑗)
𝜍1−𝑘∞

𝑘=0 ) ,   (22) 

где r* – внешний радиус зоны запредельного НДС; 

       ς – аффикс единичной окружности; 

       i – мнимая единица; 

       εj – малый параметр, соответствующий j-му фактору; 
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      θj – угол отклонения оси симметрии j-го фактора от вертикали; 

      δk
j – коэффициент искажения формы ЗЗД для j-го фактора. 

В статье [40] не поясняется, что представляет собой параметр z. Рекомендации по 

заданию других параметров сводятся к использованию разложения в ряд Фурье и поляр-

ных диаграмм прочности. В итоге автор, несмотря на горную специальность, предлагает 

общий алгоритм решения, оставляя практическую реализацию инженерам, хотя этот 

подход менее выражен, чем в других аналитических методиках. 

Вероятно, из-за сложности практического применения Г.Г. Литвинский не ис-

пользовал свою теорию прочности [42 – 43], ограничившись упрощенной теорией Ку-

лона-Мора, как и другие исследователи. 

Как и Б.А. Картозия [29 – 30], Г.Г. Литвинский в [40] заключает, что достоверные 

методы расчета крепи, учитывающие реальное взаимодействие с массивом, отсутствуют 

из-за сложности определения горного давления и вероятностного характера исходных 

данных. 

В работе [44] предложена эффективная методика и результаты определения коэф-

фициента разрыхления пород Кр вблизи выработок на основе инструментальных наблю-

дений за смещениями в приконтурной части массива. Анализ экспериментальных дан-

ных показывает, что коэффициент разрыхления вблизи выработки является переменным, 

убывает вглубь массива, достигая наибольшего значения у контура. Вокруг выработок 

существует зона шириной 1,5 – 2 м, породы в которой максимально разрыхлены. Сред-

ний коэффициент разрыхления пород в этой зоне составляет 1,06 – 1,0. 

Г.Г. Литвинский в [36] указывал, что при интенсивном горном давлении и боль-

ших смещениях пород прогноз часто не удается, так как расчетные смещения превы-

шают радиус выработки. Это обусловлено использованием линейной меры Коши, не-

адекватной при больших деформациях. В условиях геометрической нелинейности сле-

дует использовать «истинные» деформации (мера Генки). Анализ показал, что ошибка 

прогноза с мерой Коши не превышает 10 – 15 % лишь до уровня деформаций 50 – 60 %. 

На основании выполненного анализа можно сделать вывод, что учет реального 

взаимодействия крепи с массивом горных пород определяется необходимостью ком-

плексного анализа множества факторов, оказывающих влияние на геомеханическую 

устойчивость горных выработок. Это, в свою очередь, существенно усложняет расчет-

ные методики и ограничивает их применимость в инженерной практике. 

Для решения данной проблемы представляется целесообразным достижение оп-

тимального баланса между степенью детализации учета наиболее значимых факторов и 

уровнем сложности предлагаемой методики, обеспечивающей ее доступность и практи-

ческую реализуемость. 
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