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Аннотация:     

Изложены методические приемы в оценках до-

стоверности  регрессионной модели горнотех-

нологических объектов и процессов с учетом од-

нократных и многократных измерений, разделя-

ющихся условно по предложенному критерию. 

Реализация эффекта многократности измере-

ний, как показано на приведенном примере, поз-

воляет повысить достоверность выявления ис-

комой закономерности.  
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Abstract:  

Methodical techniques in the regression model esti-

mates of the reliability of mining and technological 

facilities and processes are stated including single 

and multiple dimensions, that are conditionally 

separated according to the proposed criterion. The 

realization of measurements multiple effect as 

shown in the cited example, can improve the relia-

bilityy of detection the desired regularity.  
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      Введение.  Экспериментальные исследования в горном деле проводят на основе из-

мерений физических величин, характеризующих состояние горнотехнологических объ-

ектов и процессов. Поиск закономерности в изменении некоторой величины Y , завися-

щей от величин Xj, где j =1, 2, 3 …, проводят путем их совместных измерений с последу-

ющим построением по ряду полученных узловых      i-точек  (Xji, Yi,) уравнения регрессии. 

Условно представим, что результат каждого измерения величины Yi состоит из компо-

нент значимой для достижения цели исследования (закономерной) и незначимой (слу-

чайного отклонения). Здесь принимается, что основной целью исследования является по-

строение модели регрессионной зависимости Y(Xj), представляющей со случайным до-

пустимым отклонением, т.е. погрешностью, значимую закономерность как основную 

взаимосвязь исследуемого природного явления, повторяющуюся в независимых экспе-

риментах. Достоверность построенной модели проверяется ее адекватностью, т.е. соот-

ветствием отображения закономерной и случайной составляющей. Оценки проводятся 

по методике, описанной в работах [1, 2]. По случайным отклонениям, объясняемым не-

совершенством (погрешностью) средств измерений зависимой величины и влиянием не-

учтенных в модели незначимых факторов эксперимента, оценивается интервал адекват-

ного коэффициента ее детерминации. 

     Часто случайные отклонения зависимой величины в узловых точках априори неиз-

вестны. Тогда они могут определяться по результатам многократных измерений. По ре-

комендации межгосударственной стандартизации (РМГ 29-99) многократными счита-

ются повторные измерения зависимой величины одного размера, т.е. с  одинаковыми ар-

гументами. Однако во многих экспериментах значения аргументов в узловых точках из-

меняются с малым или большим сдвигом, что приводит к изменению размера зависимой 

                                                 
 Работа выполнена в рамках конкурсного проекта УрО РАН 12-П-5-1028 «Прогноз технологического развития в 

горнодобывающих отраслях на основе энергосбережения и модернизации геотехники и технологии горного произ-

водства». 
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величины.  В таких условиях разделение узловых точек с однократными и многократ-

ными измерениями по признаку их повторяемости остается неопределенным. Отмечен-

ное затруднение в разграничении кратности измерений зависимой величины  приводит 

к невозможности оценить и снизить случайные отклонения и тем самым установить тре-

бования к достоверности модели регрессии по упомянутому признаку ее адекватности. 

     В данной работе рассмотрены методические приемы, направленные на решение по-

ставленной проблемы. По ним условно выделяются и учитываются при построении ре-

грессии экспериментальные узловые  точки  с многократными измерениями зависимой 

величины.  

       Оценка случайных отклонений. Регрессия проводится наиболее достоверно при 

наличии однородности исходной информации, заданной в узловых точках. Под однород-

ностью понимается равное влияние на регрессию всех узловых точек и одинаковые свой-

ства рассеяния измеренных в них значений зависимой величины. При этом каждая узло-

вая точка оказывает существенное влияние лишь на участок регрессии, расположенный 

в окрестности ее аргументов. Такую окрестность назовем осевым интервалом влияния 

узловой точки. Очевидно, что чем больше имеется узловых точек, тем меньше на оси  j-

аргумента размер Xj обозначенного интервала. Выразим его следующим соотноше-

нием:  

1

1


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n
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jjn

j
, 

где Xj1 , Xjп   – наименьшее и наибольшее значение  j-аргумента, соответственно, в первой 

и последней узловой точке; n – количество узловых точек. При равномерном распреде-

лении узловых точек расстояние по оси j-аргумента между соседними точками равно Xj. 
     Часто в экспериментах однородность информации не выдерживается, т.е. узловые 

точки распределены по осям аргументов неравномерно. Расстояние по оси  j-аргумента 

между соседними точками существенно меньше или больше Xj.  По этому признаку 

введем следующие допущения в различии узловых точек с однократными и многократ-

ными измерениями. Если расстояние по оси хотя бы одного j-аргумента между узловой 

точкой и смежной с ней соседней точкой равно или больше его Xj, то измерение зави-
симой величины в узловой точке считаем однократным. Если расстояние по оси каждого 

j-аргумента между смежными соседними узловыми точками меньше соответствующего 

Xj, то их количество с таким признаком образует группу узловых точек, в которых из-

мерение зависимой величины  принимаем многократным. При этом допускаем, что на 

малом интервале изменения аргументов групповых точек рельеф соответствующего 

участка регрессии существенно не изменится. 

     Положим, что экспериментальные измерения во всех узловых точках проводятся од-

ним средством (прибором, методикой). Отклонения значений зависимой величины, свя-

занные с погрешностью средств измерений и влиянием случайных неучтенных факторов 

эксперимента, распределены во всех узловых точках одинаково нормально и го-

москедастично. Это означает, что случайные отклонения зависимой величины в одно-

кратных и многократных измерениях являются частными реализациями некоторой гене-

ральной совокупности и отличаются лишь количеством точек в выборках. Выделим 

группы узловых точек с многократными измерениями и рассчитаем  экспериментальное 

среднеквадратичное отклонение э зависимой величины в точке как взвешенное внутри-
групповое (остаточное) по их совокупности. Расчет проводится по формуле:  
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где  n –количество узловых точек в -группе многократных измерений; k – количество 

групп с многократными измерениями; Yi – значение зависимой величины в узловой 

i-точке, принадлежащей -группе; Y – среднее значение зависимой величины в узловых 

точках -группы. Полученное значение э характеризует рассеяние однократного изме-

рения и, согласно принятым допускам по гомоскедастичности, распространяется на все 

узловые i-точки. 

      Отметим два случая. Экспериментальная погрешность э соизмерима с погрешно-

стью средств измерений п ( пэ  ). Это означает, что влияние на измерение  каких-

либо случайных незначимых факторов эксперимента отсутствует. Возможно, что экспе-

риментальная погрешность э существенно больше погрешности средств измерений п (

пэ  ). Тогда очевидно, что случайные незначимые факторы эксперимента оказы-

вают влияние на результаты измерений.      

      Оценим погрешность экспериментальных измерений с учетом их многократности. 

Узловые точки, содержащиеся в каждой -группе, усредним. Таким образом, получим q  

узловых точек с координатами  X jс и Yс: 
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     Известно, что  для выборок,  извлеченных с возвращением из нормально распределен-

ной генеральной совокупности, распределение средних значений также является нор-

мальным. С учетом этого определим среднеквадратичное отклонение зависимой вели-

чины в  -узловой точке усреднением по их совокупности следующим образом:  
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     Оценка адекватности регрессии. Достоверность построенных моделей регрессии 

проверяется по критерию их адекватности случайному среднеквадратичному отклоне-

нию зависимой величины, зафиксированной в узловых точках. Для этого рассчитывается 

интервал допустимых значений адекватного коэффициента детерминации R2 моделей. В 

этом интервале они отделяют в зависимой величине с принятой вероятностью Р  законо-

мерную компоненту от случайной. Нижнее R2
н и верхнее R2

в значение адекватного коэф-

фициента  детерминации определяется по следующим формулам: 
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где  – среднеквадратичное случайное отклонение зависимой величины в  узловых точ-

ках;  




kν

1ν
1)( νnf – число степеней свободы в расчете экспериментального среднеквад-

ратичного отклонения э;  
2
1, f  и 2

2, f  – процентные точки распределения Пирсона на 

соответствующих уровнях значимости 1 и 2 ( 2
P)(1

α1


 , 
2

P)-(1
α2  );  Dy   – диспер-

сия зависимой величины Y   в узловых точках. В расчетах (3), проводимых по  n  узловым 

точкам с однократными измерениями, или по q усредненным узловым точкам много-

кратных измерений, применяются, соответственно, равенства  =э, 
 Dy = Dyn  или =с, 

 

Dy = Dyq. В обеих оценках дисперсия закономерной компоненты зависимой величины 

одинакова. Выразим данное положение следующим равенством:  
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Преобразуем его в соотношение  
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    После усреднения многократных измерений дисперсия значений зависимой вели-

чины, заданных в узловых точках, уменьшается, т. е. ynyq
DD  . С учетом этого, а также 

при условиях ynD
2

эσ  и yqD
2

cσ ,  из (4) получим неравенство 

ynyq DD

2

э

2

c σσ
 ,                                                  

означающее, что  при учете эффекта многократности измерений зависимой величины в 

формулах (3) значения адекватного коэффициента  детерминации R2
н и R2

в увеличива-

ются. 

     После построения и оптимизации регрессионной модели она подвергается испыта-

ниям на достоверность. Адекватной признается модель, коэффициент детерминации ко-

торой R2 удовлетворяет неравенству  R2
н R2  R2

в. Если этому неравенству удовлетворяет 

несколько моделей, то выбирается как наиболее достоверная та из них, коэффициент де-

терминации которой ближе к середине интервала адекватности. Возможно, что коэффи-

циент детерминации модели окажется меньше нижнего значения интервала адекватно-

сти (R2 < R2
н). Это означает, что отображение искомой закономерности зависимой вели-

чины в модели недостаточное и ее следует дополнить с учетом влияния на закономер-

ность ранее упущенных факторов. Если коэффициент детерминации оказался больше 

верхнего значения интервала адекватности (R2 > R2
в), то модель содержит избыточную 

детальную структуру, которая отображает лишь частную реализацию случайных откло-

нений зависимой величины в данном эксперименте. В повторном эксперименте случай-

ные отклонения зависимой величины в узловых точках перераспределятся с другой реа-

лизацией, и, соответственно, изменится избыточная модель уравнения регрессии. Это 

мешает выявлению искомой закономерности. Следовательно, модель следует упростить, 

исключив функцию отображения частной реализации случайных факторов. 

       Результат моделирования регрессионной закономерности представляют ее уравне-

нием Yр(Xj), ограниченным доверительными интервалами. При наличии лишь однократ-

ных измерений в узловых точках по значениям в них зависимой величины и уравнению 

рассчитывается среднеквадратичное отклонение регрессии  эр:        

1
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где m – количество коэффициентов в ее уравнении. Результат регрессии с доверительной 

вероятностью 0,68 представляют в виде Yр(Xj)  эр. При учете эффекта многократности 

измерений и соответствующем усреднении узловых точек рассчитывается уменьшенное 

ее среднеквадратичное отклонение cр:  
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        Регрессия с учетом погрешности представляется также с доверительной вероятно-

стью 0,68 соотношением Yр(Xj)  ср. 
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       Пример построения регрессии. В исследованиях запыленности воздуха в горной вы-

работке проведена серия измерений поглощенной энергии электромагнитного излучения 

E, прошедшего через пробу воздушно-пылевой смеси с разным размером частиц d. Ре-

зультаты совместных измерений величин E и d в виде узловых точек показаны на рис. 1. 

Полагая, что поглощение электромагнитной энергии зависит от размера пылевых частиц, 

установим по данным экспериментальных измерений математический вид модели соот-

ветствующей регрессионной закономерности E(d).      

        Погрешность измерения поглощенной энергии электромагнитного излучения, в 

связи с косвенным методом ее оценки, априори неизвестна. Однако на конечный резуль-

тат измерений оказывают влияние случайные экспериментальные факторы, связанные с 

отклонениями состава воздушно-пылевой смеси и колебаниями ее плотности. Опреде-

лим погрешность по данным эксперимента, принимая во внимание, что координаты уз-

ловых точек на оси аргумента d распределены неравномерно. Рассчитаем осевой интер-

вал влияния узловой точки X = 9,4310-7 м. 

С учетом его значения на рис. 1 пунктирными овалами выделены группы узловых точек 

с многократными измерениями. Далее по формуле (1) рассчитано экспериментальное 

среднеквадратичное отклонение э=33,25 мкДж в единичном измерении величины E в 

каждой узловой точке. Данное отклонение э обозначено на рис. 2  в виде их вертикаль-

ных ограничений.  

        С учетом отклонения э оценен по формуле (3) с вероятностью Р=0,95 допустимый 
интервал адекватного коэффициента детерминации R2 искомой регрессии в размере от 

0,6321 до 0,8521. Соответствующая ее модель построена в виде нелинейного функцио-

нально-факторного уравнения, выражающего правостороннее асимметричное распреде-

ление. После оптимизации модели методами наименьших квадратов (МНК) и приближе-

ний параболической вершины (МППВ) получено ее выражение в следующем конкрет-

ном виде: 

                       243,821,0151350,22498
2,079701

1   )( ddE .                                 (5) 
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Рис. 1 –  Распределение экспериментальных узловых точек с однократными и  

              многократными (в пунктирном овале) измерениями величины Е 
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График регрессии показан на рис. 2. Коэффициент ее детерминации R2=0,8141 и средне-

квадратичное отклонение от узловых точек σэр=31,95 мкДж соответствует заданному 

условию адекватности и погрешности э измерений энергии E.  Это означает, что модель 

Е1, отсекая или дополняя с вероятностью 0,95 случайные отклонения в значениях энер-

гии Е, заданных в узловых точках с однократным измерением,  выявляет в них, а также 

в интервалах интерполяции, закономерную составляющую (5) поглощенной энергии 

электромагнитного излучения с коэффициентом детерминации 0,8141. Доверительный 

интервал модели с вероятностью 0,68 выражается соотношением Е1(d) 31,95 мкДж. 
       Повысим достоверность регрессионной модели, используя эффект многократности 

измерений в узловых точках. После групповых усреднений их координат количество то-

чек уменьшилось. Среднеквадратичное отклонение измеряемой энергии в точке, рассчи-

танное по формуле (2), составляет значение σс=24,64 мкДж. Расположение узловых то-

чек после усреднения и интервалы их вертикальных отклонений σс показаны на рис. 3. 

По формулам (3) оценен с вероятностью Р=0,95 допустимый интервал адекватного ко-

эффициента детерминации R2 регрессии в размере от 0,7527 до 0,9318.  Ее модель так же, 

как в предыдущем случае, представлена нелинейным функционально-факторным урав-

нением с правосторонней асимметрией. После оптимизации модели методами МНК и 

МППВ получено аналогичное уравнение  

                          243,1481,0145450,111491
2,271147

2   )( ddE                           (6) 

с коэффициентом детерминации  R2=0,9253, соответствующим условию его адекватно-

сти.  

     График регрессии показан на рис. 3. Ее среднеквадратичное отклонение от узловых 

точек снижено и составляет σср=21,89 мкДж, что также соответствует упомянутому зна-

чению σс. Коэффициенты уравнения (6) мало отличаются от коэффициентов уравнения 

(5). Уравнения (5) и (6) построены по результатам одного эксперимента, выражают зако-

номерность одного и того же явления. Их графики на рис. 2 и 3 практически одинаковы. 

Уменьшение головного коэффициента в функциональном слагаемом уравнения (6) ком-

пенсируется повышением показателя степени 2,271 вместо 2,0797 так, что их результи-

рующее действие существенно не отличается.    
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Рис. 2 – Случайные среднеквадратичные отклонения σэ 

величины Е в узловых точках и график ее регрессии Е1 
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      Заключение. Предложенные приемы выделения и учета многократных эксперимен-

тальных измерений, как показано на практическом примере, дают возможность оценить 

адекватность и повысить достоверность регрессионных моделей, отображающих геоло-

гические и технологические закономерности в изменении зависимой величины. Практи-

ческое применение данной методики приведет к повышению эффективности регресси-

онного анализа в интерпретации количественных результатов экспериментальных иссле-

дований в горном деле и других  областях научного знания. 
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Рис. 3 –  Случайные среднеквадратичные отклонения σс   

      величины Е в узловых точках, усредненных по многократным измерениям,  

и график ее регрессии Е2  
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