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THE MATHEMATICAL MODEL OF ESTI-

MATION STABILITY OF A LOADED SLOPE 

IN WEAK CLAY ROCKS 

Аннотация:  

В исследовании осуществлена разработка ма-

тематической модели упрощенного (инженер-

ного) способа оценки устойчивости карьерных 

откосов, сложенных слабыми пластичными по-

родами. Приведен анализ влияния угла откоса 

уступа и высоты уступа на его несущую способ-

ность 

 

Ключевые слова: устойчивость, откос, несущая 

способность 

 
Abstract: 

Mathematical model development of a simplified 

(engineering) mode of estimation open pit slopes 

stability composed of weak plastic rocks is per-

formed. The analysis of both   bench slope angle 

and bench height influence on its carrying capacity 

is cited 
 

 

Keywords: stability, a slope, carrying capacity 

 

 

В связи с тем что метод конечных элементов до сих пор является в большей сте-

пени исследовательским инструментом анализа устойчивости откосов, возникает необ-

ходимость в разработке упрощенного способа для его повседневного использования гор-

ными инженерами на практике.  

На рис. 1 представлен схематичный разрез деформированного участка уступа раз-

резной траншеи карьера № 6 Восточно-Аятского месторождения бокситов по линии А–

А, построенный по результатам маркшейдерской съемки. Оползень произошел в резуль-

тате того, что объем призмы активного давления оползневого тела возрос за счет пород 

внешнего отвала, складированных в 45÷50 м от верхней бровки откоса,  преодолел со-

противление призмы упора, и уступ сдвинулся в сторону выработанного пространства 

на 12÷15 м.  

На основе полученных представлений о деформационных процессах [1], проис-

ходящих в нагруженных откосах, сложенных пластичными слабыми глинистыми поро-

дами, а также опираясь на метод векторного сложения сил (метод многоугольника сил) 

[2, 4], предлагается следующая расчетная схема для исследуемого случая (рис. 2). Де-

формирующийся объем нагруженного откоса разбивается для простоты на две взаимо-

                                                           
  Исследования выполнены в рамках грантового финансирования Министерства образования и науки 

Республики Казахстан по теме 0360/ГФ3(2013 – 2015 гг.) 
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действующие друг с другом призмы: упора FECBD и активного давления ABC. Указан-

ная механическая система будет находиться в состоянии предельного равновесия, если 

межблочные реакции, при изолированной оценке устойчивости каждой призмы будут 

равны [2]. Межблочные реакции характеризуют воздействие тангенциальных составля-

ющих вертикальных нагрузок в зависимости от веса рассматриваемых блоков и являются 

основными сдвигающими силами призмы активного давления [2, 4]. 
 

 

Рис. 1 – Оползень уступа разрезной траншеи: 

1 – направление деформирования откоса; 2 – просадка пород отвала;  

3 – зона деформирования откоса; 4 – перемятие пород на торцах зоны оползня; 

5 – внешний отвал; 6, 7 – призма упора и активного давления, соответственно;  

8 – слабый слой 

На расчетные блоки схемы, представленной на рис. 2, действуют следующие 

силы: ΔP, P1, P2 – вес пород внешнего отвала, призмы упора и активного давления, соот-

ветственно; соlо, cmaxl1, cоl2, cоl3 – силы сцепления вдоль участков скольжения lо, l1, l2 и l3, 

соответственно. Действие сил приводит к появлению реакций опор: R1, R3 – противодей-

ствия массива оседанию призм упора и активного давления, соответственно; R2
’, R2 – 

межблочного взаимодействия.  
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В процессе деформирования откоса реакции опор R2, R2
’ и R3 отклонены от нор-

мали к поверхности скольжения на угол δ = φmax/2. Величины δ и cо определяются свой-

ствами пластичной горной породы на глубине H/2, исходя из предположения их линей-

ного изменения. Поскольку на глубине H порода переходит в идеально-пластическое со-

стояние, сцепление приобретает максимальное (cmax), а угол внутреннего трения – нуле-

вое значение. Разумнее разделить оползневое тело на три расчетных блока, рассмотрев 

отдельно призму выпора FED, но в этом случае результирующая формула будет чрезвы-

чайно усложнена и мало пригодна для использования на практике. В связи с этим реак-

ция опоры  R1 отклоняется от нормали не на угол φ (величина угла внутреннего трения), 

а на угол ε = ε1 + ε2, где ε1 – геометрически эквивалентный угол наклона основания сег-

мента BDF, а  ε2 – эквивалентный угол внутреннего трения основания того же сегмента. 

Данный подход позволяет упростить расчетные формулы, при этом в значении ε учиты-

вается влияние изменения наклона поверхности скольжения (составляющая ε1) и изме-

нение угла внутреннего трения под бермой безопасности, где угол внутреннего трения 

равен нулю, и под откосной частью, где угол внутреннего трения изменяется от нуля 

(φmin) до максимального значения (φmax). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2 – Расчетная схема нагруженного откоса,  

сложенного пластичными глинистыми породами  

для инженерного способа оценки его устойчивости  

Эквивалентный угол наклона основания сегмента BDF (ε1) определяется из три-

гонометрических соотношений (рис. 3) [3]. 

Эквивалентный угол наклона сегмента BDF (ε1) может быть рассчитан, исходя из 

несложных геометрических построений, при использовании следующих условий:  

1) постоянство длины истинного (линии BDF) и эквивалентного (линия BJ) осно-

вания; 

2) неизменность площади, лежащей под ломаной линией истинного BDF и  экви-

валентного (BJ) сегментов. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 3 –  Схема к определению эквивалентного угла наклона  

основания призмы упора 
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Эквивалентный угол наклона сегмента BDF (ε1), учитывающий первое условие, 

наилучшим способом подходит для удовлетворения критерия постоянства сил сцепле-

ния, действующих в основании призмы упора оползневого тела, а эквивалентный угол 

наклона сегмента BDF (ε1), учитывающий второе условие, подходит для  критерия по-

стоянства силы веса оползневого тела. Поскольку для удовлетворения критерия неиз-

менности сил сцепления вдоль основания призмы упора нет каких-либо препятствий, то 

есть без труда можно использовать реальные их значения, зная и длины участков лома-

ной линии BDF, и углы их наклона, поэтому в предлагаемом решении используется эк-

вивалентный угол наклона (ε1), отвечающий критерию постоянства площади (объема) 

призмы упора: 

SLFD = S KJB .                                                   (1) 

Площадь под истинным сегментом FDB определится как 

 sincos2
o2

1
FDB lS  ,                                       (2) 

где  до = H cos α  /sin θ  

ω = θ – α. 

По теореме синусов из треугольника MFD определяется длина его основания l
X:

 

   sinsin

OllX 


, 

 




sin

sin
O


 llX . 

Выразив через неизвестную x длину отрезка MK, рассчитываем площадь тре-

угольника KJB: 

.ctg)(
2

1
)(

2

1
11KJB xxllhxllS XX                     (3) 

В соответствии с (1), приравняв выражения (2) и (3), получаем  следующее равен-

ство: 

,cossin
2

1
ctg)(

2

1 2
O1  lxlxlX   

сгруппировав которое относительно неизвестных, получаем квадратное уравнение 

.0cossinctg)(ctg 2
O1

2   lxllx X                        (4) 

 

Данное квадратное уравнение имеет следующие корни решения: 

   
.

ctg2

cossinctg4 2
O

2
11

2,1


lllll
x

XX 
  

Из двух корней x
1
 и x

2 решению практической задачи удовлетворяет только одно: 

   
,

ctg2

ωcosωsinctg4 2
O

2
11

1


lllll
x

XX 
  

 

так как второе (x
2
) приводит к существенно большей величине l

X. В связи с этим искомое 

значение эквивалентного угла внутреннего трения основания призмы упора 

определяется из выражения: 
 

.
)(

ctg
arctgε

1

1 











xll

x

X


                                               (5) 
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Развернутое уравнение (5) является громоздким для упрощенного инженерного 

способа. Предполагая, что длина отрезка KD (см. рис. 3) равна lо, и выполняя соответ 

ствующие преобразования, тот же угол  определяем по упрощенной формуле: 

 
,

2
1о

2
о

1
+

ω cos  ωsin 
arctg=ε

ll

l
                        (6) 

Эквивалентный угол внутреннего трения ε2, находя-

щийся в основании всего сегмента BDF, вычисляется из от-

ношения сил веса, приходящихся на участок FB, так как ве-

личины реакций опор пропорциональны весу. Значение ε2 

рассчитывается из уравнения 

,

cos
2

cos

sin
2

sin

tg

min
max

min
max

2

1O

1O













PP

PP





  

где Pℓo, Pℓ1 – вес призмы упора, приходящийся на участки ее 

основания длиной ℓО и ℓ1, соответственно.  

С учетом того,  что для условий горной породы, пере-

ходящей в состояние пластического течения, минимальное 

значение угла внутреннего трения равно нулю (φmin =0°), 

предыдущее уравнение принимает более компактный вид: 

              .

2
cos

2
sin

tg

1O

O

max

max

2





PP

P








  

 

С достаточной для инженерного метода точностью, вследствие незначительной 

величины угла  φmax/2 (< 15о), значение его косинуса заменяется единицей, а синуса – 

самой величиной угла (в радианах). Тогда эквивалентный угол внутреннего трения опре-

деляется по формуле 

,
4

 cosγ
arctg=ε max

1

о
2 



P

Hl


                                                       (7) 

где Р1 – вес призмы упора, который рассчитывается так:  

 

На основе системы уравнения статического равновесия призмы упора 

 
;ν=lcβRl+cl+с=RΔx

i=

i 0sinsinωcosεsin 2о21maxоо1

5

1

∑   

(8) 

,ν=l+cPβRlc=RΔy
i=

i 0coscosωsinεcos 2о12оо1

5

1

∑   

вычисляется межблочная реакция R2: 

 

              

   

βcosε ctgβsin

ε ctgωsinε ctg ωcoscosεctgsin 1maxоо2о1

2
t

l+cl+сννlcP
=R


, (9) 

 

 

Рис.4 – Схема 

 к определению  

эквивалентного угла 

внутреннего трения 

НrlНP 3cosω5,0(γ 01  /8).8/ctg Н
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где   β = π/4 – φmax/4;  

         ν = π/4 + φmax/4;  

        cо = (cmax + cmin)/2;  

         l1 = r + H ( ctg ψ+1)/2;  

         l2 = 0,5 H/sin ψ + H/√2. 

Используя систему уравнений статического равновесия призмы активного давле-

ния,  

 
0;=νsin +νsin βsin βsin =Δ 32о3

'
2

6

1=

i lclcRRx
i

о∑   

(10) 

0,=Δν  cos+ν  cos+cos+ cos=Δ 23о2о3
'
2

6

1=

i PPlclc RRy
i

ββ∑  

вычисляем межблочную реакцию R2
’ 

 

где  l3 = l2;  

      P2 = γH2(ctg ψ / 4 + 3 / 4). 

Система из двух расчетных блоков находится в равновесии, если межблочные ре-

акции равны (сдвигающие нагрузки меньше удерживающих), то есть 

R2 = R2
’.                                                           (12) 

Приравнивая выражения (9) и (11), вычисляем искомое значение предельной не-

сущей способности откоса по следующей формуле: 

    
V

lclclcP
P 




 

β cosεctg βsin 

ε  ctg+ν cos+ε ctg νsin ωsin +ε ctg  ω  cos+β 2cos
=Δ 1max2ооо1 ,   (13) 

или предельное внешнее напряжение: 

               ,
Δ

=
L

P
q  (14) 

где  V = P2 – 2 cо l2 cos ν;  

L=H (ctg ψ+1). 

Превышение дополнительной нагрузки или внешнего напряжения приведет к 

нарушению равенства R2 = R’2 и, как следствие этого, к деформационным процессам, 

проявляющимся в виде оползней. 

Расчет параметров открытых выработок, произведенный по предлагаемой мето-

дике, позволяет построить графики (рис. 5, 6). На основе графика (см. рис. 5) можно сде-

лать заключение, что угол откоса для рассматриваемых типов пород несущественно вли-

яет на несущую способность прибортового массива. Однако уменьшение высоты откоса 

оказывает определяющее влияние на рост несущей способности верхнего уступа (см. 

рис. 6).   

Осуществляя оценку устойчивости уступа, сложенного слабыми глинистыми по-

родами, переходящими в пластическое и текучее состояние, нельзя упрощать решение 

задачи созданием подступов. Такое решение для уступов, сложенных слабыми глини-

стыми породами, является по своей сути выполаживанием угла откоса, что по приведен-

ным расчетам является неэффективным. 

 

 

,
β 2cos

ν cos2Δ+
= 2о2'

2

lcPP
R


 (11) 
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Рис. 5 – Определение инженерным способом несущей способности откоса,  

сложенного слабыми глинистыми породами при высоте откоса Н = 15 м:  

а – угол откоса α= 15о; б – угол откоса α=20о; в – угол откоса α=25о; г – угол откоса α=30о 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 6 – Определение инженерным способом несущей способности откоса,  

сложенного слабыми глинистыми породами при угле откоса α = 30о: 

а – высота уступа Н=5 м; б – высота уступа Н=10 м;  

в – высота уступа Н=15 м; г – высота уступа Н=20м  
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